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1. Introduzione 
 
L’analisi delle proprietà dielettriche dei materiali è stata condotta in vari ambiti, dalla ingegneria 
elettrica (con particolare riferimento allo studio dell’isolamento dei trasformatori [1]), alla medicina 
(studio delle proprietà chimico-fisiche delle sostanze usate in tale ambito [2]), e più in generale è 
portata avanti nell’investigazione della struttura dei materiali sotto il nome di spettroscopia di 
impedenza [3]. 
Quando un campo elettrico viene applicato delle armature di un condensatore costituito di un 
determinato tipo di materiale, si definisce un vettore di spostamento elettrico: 
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dove ε0 è la costante dielettrica nel vuoto (8.85 10-12 F/m), E(t) il campo elettrico e P(t) il vettore 
polarizzazione che tiene conto degli effetti che il campo elettrico produce all’interno del materiale 
(polarizzazione elettrica, atomica, molecolare, ionica e da carica spaziale). 
La polarizzazione può essere esplicitata considerando la sua relazione con il campo elettrico ed 
esprimendola come somma di due componenti [16], ovvero: 
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Dove χ indica la suscettibilità dielettrica del materiale, εr la permettività relativa del dielettrico, con 
Prapid(t) (talvolta indicato con P∞ [10]) si indica il fenomeno di polarizzazione istantaneo (nella scala 
di osservazione considerata) mentre con Pslow(t) si indica un più lento (ed osservabile) fenomeno di 
polarizzazione. 
 
2. Risposta dielettrica nel dominio del tempo 
 
Se applichiamo una tensione U(t) ai capi di un condensatore realizzato con un certo materiale, 
otteniamo una corrente pari a: 
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dove G0 rappresenta la conduttanza del materiale e q(t)=U(t)C(t) la quantità di carica presente ai 
capi del condensatore (si noti che la capacità non viene considerata costante nel tempo proprio per i 
fenomeni di polarizzazione del dielettrico). Questa espressione può essere ulteriormente sviluppata. 
Infatti se la riscriviamo in termini di densità di corrente J(t) : 
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dove σ è la conducibilità del materiale e consideriamo che il campo di polarizzazione P(t) si può 
esplicitare (nell’ipotesi di validità del principio di sovrapposizione degli effetti [31]) come: 
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Con )(t  risposta (osservabile) di polarizzazione ad un gradino unitario in t=0 di campo elettrico, e 
con ε∞ costante dielettrica che tiene conto della polarizzazione istantanea (Prapid), si può integrare 
per parti e, ponendo *ttu  , ottenere: 
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Dove, letto nel suo significato fisico, u rappresenta il precedente evento di cambiamento del campo 
elettrico [8], mentre la risposta di polarizzazione che ha un andamento monotono crescente 
( 0)0(  ) e convergente per t→∞ al valore (εs- ε∞) (εs permettività dielettrica relativa per campi 
statici) è espressa da: 
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Il termine ф(t) rappresenta la funzione di decadimento/rilassamento (relaxation/decay function) di 
polarizzazione [6] (come spiegato in seguito), caratterizzata da un andamento monotono 
decrescente ( )),(max()0(  tt ) e tendete a 0 per t→∞.  
Sostituendo le espressioni fin qui trovate nella formulazione della densità di corrente J(t) con  u=τ, 
senza perdere di generalità abbiamo: 
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Moltiplicando ambo i membri dell’equazione per l’area A delle armature di un condensatore 
riempito da un materiale dielettrico uniforme e dividendo per la distanza d tra le armature 
medesime, possiamo quindi ricavare, ricordando che C0/ε0≈A/d e U(t)≈E(t)/d, l’espressione finale 
della corrente sul condensatore sottoposto ad una tensione U(t): 
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Con il termine (C0σ)/ε0=G0 che determina la corrente di conduzione (Icond.) ed 
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df  è la risposta di corrente di polarizzazione osservabile del materiale 

(Pslow(t)) con capacità a vuoto di 1F e sottoposto ad un gradino di tensione unitario per t=0 (in 
alcuni testi [4-5-9] è indicata con fs(t) mentre con f(t) si indica la risposta di polarizzazione 
complessiva: osservabile ed istantanea).  
 
Attraverso l’utilizzo della trasformata di Fourier si ottiene la corrente nel dominio della frequenza: 
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dove ε(ω) indica la permettività dielettrica relativa. 

La corrente di polarizzazione ( ])()()()([)(
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scomposta in due fattori:  
 

 il primo è costituito dalla corrente capacitiva ic(t) (capacitive current) in quadratura con la 
tensione: 
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 il secondo dalla corrente di assorbimento ia(t) (absorption current [8]), a sua volta costituita 
da una parte, iaq(ω), in quadratura con la tensione, ed una parte, iap(ω), in fase con essa 
(dovuta alle perdite dielettriche): 
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3. Modelli dielettrici 
 
Se consideriamo di applicare ad un materiale dielettrico polare un gradino di tensione, di 
mantenerlo per un tempo indefinito (cosicché il fenomeno di polarizzazione possa considerarsi 
completato), ed, al tempo t=0, di rimuoverlo, allora, in accordo con le precedenti osservazioni, si 
ricava [6]:  
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Per inciso, se siamo nella fattispecie di un dielettrico definito secondo l’approccio di Debye [7] 
allora:  
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Dove τD è chiamato tempo di rilassamento ed è caratteristico del materiale. 
L’ammettenza di un condensatore nel dominio della frequenza Y(ω), rispetto a quello che abbiamo 
detto finora e considerando una resistenza infinita, può essere espressa come segue: 
 



Y(ω)=j ω C(ω)= j ω C0 ε(ω) = j ω C0 ( ε’(ω) - j ε’’(ω) ) 
 
Dove vale l’espressione: 














dt
tdL

s

)()( 

  

e ε∞ e εs come già accennato, rappresentano i limiti della permettività dielettrica relativa 
(ε*(ω)=ε’(ω) - j ε’’(ω)), rispettivamente a basse ed ad alte frequenze, L rappresenta la 
trasformazione di Fourier/Laplace: 
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Nel caso di un dielettrico di tipo Debye (Fig. 1), applicando la formula summenzionata si ricava: 
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dove si ritrova, coerentemente alla formulazione data nel tempo, il tempo di rilassamento τ=τD. 
Stante queste definizioni c’è da considerare che, a differenza di quanto descritto in un dielettrico 
tipo Debye, i risultati sperimentali delle misurazioni relative alla costante dielettrica complessa 
ε*(ω) manifestano comportamenti distanti da quello ideale. In aggiunta a ciò c’è da considerare che 
alcuni materiali presentano più fenomeni di rilassamento/polarizzazione alle varie frequenze: 
ciascuno derivato da particolari caratteristiche della struttura del materiale stesso che tuttavia spesso 
si manifestano in diverse regioni dello spettro frequenziale della permettività (Fig. 2), ovvero sono 
caratterizzati da tempi di rilassamento ben distinti (Fig. 3). 
 

 
Fig. 1 Parte reale (blu, ε’(ω)) e parte immaginaria (violetto, - ε’’(ω)) della costante dielettrica complessa per un 
dielettrico tipo Debye (ε∞=2, εs=4, C0=2pF, τm =0.01s). 

Ei = 2;
Es = 4;
Tau = 0.01;
C0 = 2 * 10^- 12;

DebyeFun = Ei +
Es - Ei

1 + I * w * Tau



 
 

Fig. 2 Schematizzazione [11] dello spettro frequenziale della permettività dielettrica ε*(ω) di un materiale 
generico. Si può apprezzare la scala relativa dei vari fenomeni di polarizzazione. Nella figura si distinguono: la 
polarizzazione elettronica (relativa cioè all’instaurarsi di un momento di dipolo a livello atimico causato dal 
campo elettrico esterno), la polarizzazione atomica (dovuta al formarsi di un momento di dipolo tra due atomi 
legati da legami covalenti polari a causa del campo esterno) e la polarizzazione orientazionale (dovuta 
all’allineamento delle eventuali molecole polari in funzione del campo elettrico esterno). 
 

 
Fig. 3 Schematizzazione [10] dell’andamento temporale della polarizzazione di un materiale generico sottoposto 
ad un gradino di tensione. Si può apprezzare la scala temporale relativa ai vari fenomeni di polarizzazione. Nella 
figura si distinguono oltre alle tipologie menzionate in Fig.2: la polarizzazione hopping (dovuta al salto di una 
carica localizzata interna al dielettrico [elettroni-lacune, ioni-vacancies] da una posizione a quella 
immediatamente prossima, creando così un momento di dipolo) e la polarizzazione dovuta al carica spaziale 
(all’interfaccia tra diversi materiali od interna al dielettrico) provocando così una perturbazione nel campo 
elettrico  
 



In seguito a misure sperimentali condotte su vari materiali, sono state via via introdotte delle 
funzioni semiempiriche che descrivono il comportamento frequenziale della permettività dielettrica 
relativa ε*(ω). 
K. S. Cole e R. H. Cole [12] hanno proposto una funzione del tipo: 
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Dove τc-c è il tempo di rilassamento della distribuzione di Cole-Cole che degenera in una 
caratteristica di Debye per α=0. 
D. W. Davidson e R. H. Cole [13] hanno usato la formulazione: 
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Dove τd-c è il tempo di rilassamento della distribuzione di Davidson-Cole che chiaramente diventa 
una caratteristica di Debye per β=1. 
Dalle precedenti formulazioni S. Havriliak e S. Negami [14] nel loro studio sul rilassamento α di 
alcuni polimeri (rilassamento che corrisponde alla transizione allo stato di transizione vetroso dei 
polimeri), avendo trovato un buon accordo con una distribuzione Cole-Cole alle basse frequenze ed 
una buona corrispondenza con una distribuzione di Davidson-Cole alle alte frequenze, hanno 
coniato una nuova espressione per la permittività dielettrica: 
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Dove τH-N è il tempo di rilassamento della distribuzione di Havriliak-Negami che chiaramente 
diventa una caratteristica di Debye per α=0 e β=1, una Davidson-Cole per α=0 ed una Cole Cole per  
β=1. 
Dalla Fig. 4 si nota molto bene come le distribuzioni fin qui introdotte hanno un profilo meno netto 
rispetto alla distribuzione di Debye, ovvero sono più diffuse in frequenza. Inoltre si può notare 
come il parametro tempo si rilassamento non costituisce un punto di simmetria per la parte 
immaginaria delle distribuzioni di Havriliak-Negami (se β≠1) e di Cole-Davidson come invece 
accade per quelle di Cole-Cole e di Debye. 
 

 
Fig. 4 Confronto della parte immaginaria delle distribuzioni di Debye, Cole-Cole, Havriliak-Negami, 
Davidson-Cole (ε∞=3.12, εs=3.64, C0=1F, τ=τc-c=τd-c=τH-N=0.2s, α=0.77, β=0.29) 
 
  
 
4. Tecniche di spettroscopia dielettrica 
 
Le tecniche di spettroscopia dielettrica si dividono in due grandi tipologie: i metodi nel dominio del 
tempo (time-domain techniques) e quelli nel dominio della frequenza (frequency domain 
techniques). Benché, matematicamente parlando i due approcci siano equivalenti, le differenze 
pratiche risiedono nella capacità dei metodi nel dominio del tempo di investigare il comportamento 



a bassa frequenza (10-4-10 Hz) ed in quella dei metodi nel dominio della frequenza di spingersi 
nelle regioni dello spettro a più alta frequenza (10-1-106 Hz) [15].    
I metodi nel dominio della frequenza si basano o su di una architettura a ponte, eventualmente con 
annesso un trasformatore a rapporto variabile (che, evitando l’uso di uno dei due rami del ponte, 
rende così la misura più accurata), o su di una architettura basata su di un analizzatore di frequenza 
(frequency response analyzer, [11]) che consente una più ampia escursione in frequenza rispetto alla 
configurazione a ponte. Entrambe queste tipologie sono riportate in fig. 5. 
 

 
a)       b) 
Fig. 5 Nella configurazione a ponte con trasformatore (a) viene variato il rapporto di trasformazione e 
l’impedenza Zs al fine di annullare la corrente sul conduttore neutro (neutral). Nella figura (b) è mostrato invece 
l’utilizzo di un analizzatore di tensione vettoriale per la determinazione della tensione di ingresso e di uscita e 
dunque della impedenza del campione per ogni valore di frequenza. 
  
 
I tradizionali metodi nel dominio del tempo si caratterizzano invece per una configurazione del tipo 
di fig. 6 dove il campione di materiale viene sottoposto ad un gradino di tensione di ampiezza U0 
(od equivalentemente, una volta carico, viene cortocircuitato).  
La derivante corrente di polarizzazione (o di depolarizzazione) viene poi letta attraverso un 
elettrometro che monitora la corrente passante su di una resistenza di shunt scelta, compatibilmente 
con la sensibilità dell’elettrometro, la più piccola possibile. 
 
 

 
 

Fig. 6 Tipico setup di misura nel dominio del tempo. In questa configurazione, applicando o meno una sorgente 
di tensione costante (VDCsource), è possibile sia misurare le correnti di polarizzazione (t=0) che quelle di 
depolarizzazione (t=Tcharge). Generalmente nelle ripetizione dei cicli di polarizzazione (Tcharge) e 
depolarizzazione (Tdis) si sceglie un tempo di carica 10 o più volte maggiore di quello di scarica 
(Tcharge>10Tdis), ciò al fine di evitare il fenomeno del cosiddetto “memory effect” derivante dal principio di 
sovrapposizione degli effetti nel caso di più cicli carica-scarica [1]. 



5. Investigazione dielettrica nel dominio del tempo 
 
Una volta acquisita la corrente di polarizzazione nel dominio del tempo, ci sono vari modi per 
ricondursi all’analisi della permettività dielettrica. 
In primo luogo va considerato che la corrente così acquisita rappresenta, potendo trascurare la 
resistenza di shunt (ovvero tale che costante C0 RShunt sia molto più piccola del tempo di 
rilassamento da osservare) ed a meno di un fattore di scala, l’andamento nel dominio del tempo 
della permettività dielettrica del materiale. Infatti si può scrivere: 
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Dunque un primo approccio può essere quello di calcolare la trasformata di Fourier della corrente 
misurata, ottenendo così l’andamento frequenziale della permettività dielettrica relativa ε(ω), del 
fattore di perdita tanδ= ε’’(ω) / ε’(ω)  e della conduttanza G0 del materiale.  
Infatti, considerato il contributo dovuto alla conducibilità, la parte reale ed immaginaria della 
permettività dielettrica si scrive: 
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dato che: 

I(ω)= Ia(ω)+ Ic(ω) + Icond(ω) 
 

Ic(ω)= C0 ε∞ U0 
 

Icond.(ω) = G0 /(jω) 
 
dove la corrente totale I(ω)= Ia(ω)+ Ic(ω) + Icond(ω) è composta dalla corrente di assorbimento del 
dielettrico Ia(ω) la corrente capacitiva Ic(ω)= C0 ε∞ U0 e la corrente dovuta alla resistività non 
infinita del materiale Icond.(ω) = G0 /(jω), immantinente segue: 
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Dunque ε’(ω) e ε’’(ω)  rendono conto della sola corrente di polarizzazione del dielettrico (sia 
capacitiva che di assorbimento). Si noti che, contrariamente alle assunzioni del documento presente, 
in alcuni articoli [17] [18] si considera ε(ω) comprensiva delle perdite di conducibilità                       
( I(ω)= C0 U0 ( ε’(ω) - j ε’’(ω) )  ) mentre la somma delle corrente capacitiva e di assorbimento 
Ia(t)+ Ic(t) è definita la parte reversibile (reversibile part) della corrente totale I(t) perché presente 
sia nella carica e nella scarica del materiale dielettrico. 
Una volta determinato l’andamento frequenziale di ε*(ω) può essere adottato un modello o la 
sommatoria di più modelli di permettività con andamento frequenziale di tipo Havriliak-Negami 



(tale cioè da essere il più generico fra quelli qui esposti) stimandone i parametri significativi (α β   
τH-N) che meglio rappresentano l’oggettività dei dati (la sommatoria deriva dall’assunzione di 
validità del principio di sovrapposizione degli effetti [26]). 
 
Un simile approccio può essere addotto anche nel dominio del tempo. Tuttavia va considerato che 
non esistono formule analitiche che descrivono l’andamento temporale della permettività ε(t) e 
quindi della corrente di polarizzazione/depolarizzazione per un dielettrico descritto dalla 
caratteristica di Havriliak-Negami. Tuttavia in letteratura [8] si trovano tali andamenti in forma 
chiusa per permettività dielettriche descritte da andamenti frequenziali tipo Debye (εD(t)) e tipo 
Davidson-Cole (εD-C(t)), rispettivamente espresse dalle seguenti formule: 
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che possono perciò essere usati per tentare un fitting della risposta al gradino del sistema dielettrico 
in esame al fine di stimarne la corrispondenza al modello scelto ( )(t  delta di Dirac). 
 
Un'altra modalità di analizzare la risposta nel tempo di un sistema dielettrico fa riferimento alla 
stima della distribuzione continua dei tempi di rilassamento [6] [8] [18] [19].  
Secondo questo approccio la permettività dielettrica si lega alla distribuzione dei tempi di 
rilassamento G(τ) (per esempio dovuta alle varie frazioni dipolari componenti le macromolecole di 
un polimero) come segue: 
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 Dove G(τ) soddisfa la proprietà di normalizzazione: 
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Si può interpretare quindi come, in questo modello, (G(τ)/ τ)dτ rappresenti la frazione di contributi 
dielettrici aventi tempo di rilassamento compreso tra τ e τ+dτ [8] [31].  
La relazione che lega la distribuzione dei tempi rilassamento alla corrente misurata nel dominio del 
tempo può essere esplicitata partendo dalla funzione di rilassamento/decadimento di polarizzazione 

)(t  (da ora in avanti decay function) siccome: 
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Allora, (con sostituzione dei nomi delle variabili di convoluzione), segue che: 
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Che nel caso di gradino di tensione con ampiezza U0 si semplifica in: 
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Da questa espressione ( )(t  funzione delta di Dirac) risulta che, anche in presenza di un gradino 
ideale di tensione (tempo di salita trascurabile), il problema di determinare la distribuzione dei 
tempi di rilassamento dalla corrente di polarizzazione Ip(t) si configura come un problema mal posto 
(ill-posed problem) riconducibile (sotto l’ipotesi di conoscere la conduttanza G0, e di eccitare il 
sistema con un gradino di tensione) ad una equazione lineare di Fredholm di prima specie [21]: 
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Dove K(t,τ) è il kernel della trasformazione ed è noto e specifico per ogni fattispecie, h(t) sono 
valori conosciuti (in questo caso la corrente Ip(t)) mentre f(τ) è l’incognita del problema. In 
letteratura [20][21][22] ci sono molte dimostrazioni ed esempi che mostrano come questa 
inversione sia molto sensibile al rumore sovrapposto a h(t).  
La prima fase risolutiva di questo problema è la discretizzazione dello stesso (nella pratica ciò è 
connaturato al campionamento di I(t)) che viene effettuata mediante metodi di quadratura 
riconducendo l’espressione di Fredholm ad una forma matriciale AMxN fNx1= gMx1 tale che: 
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dove tm è l’m-esimo tempo di campionamento della corrente di polarizzazione Ip(t), e wn è il peso 
specifico del metodo di quadratura mentre τn è l’n-simo campione derivante dalla discretizzazione 
nel dominio dei tempi di rilassamento. Se adottassimo il metodo di quadratura mid-point avremo 
[21]: 
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Che nel nostro caso si tradurrebbe in: 
 











 










 








 






 




N

n

N
abna

t

mp N
abnaG

N
abna

e
N

abtI

m

1
2

2
1

)
2
1(

2
1

)(        con    Mm ...1  

 

2

2
1

,

2
1

),(








 






 











 



N
abna

e
N

abtKwa
N

abna

t

nmnnm

m

  

Dove G(t) rappresenta la distribuzione dei tempi di rilassamento mentre 2),(
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dell’espressione di Fredholm di prima specie che la lega alla corrente di polarizzazione Ip(t). 
Una discretizzazione alternativa (prossima alla quadratura trapezoidale) del problema di Fredholm 
di prima specie, viene presentato da V. Kontogiorgos ed altri in [23] e con forma analoga in [24], 
per cui semplicemente: 
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Quale che sia il metodo di quadratura, una volta che si è proceduto alla discretizzazione del 
problema, è necessario computare in modo robusto l’inversione, cioè in modo tale da ridurre al 
minimo l’influenza dell’errori di quadratura e di campionamento di )( mp tI , sulla stima del vettore 
G(τn). 
Una metodologia classica è quella proposta da Tikhonov [21] [25] che indica la come la soluzione 
G(τn) sia determinata da: 
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Dove L è una matrice PxN (P≤N≤M) che determina la natura della regolarizzazione (side constrain) 
e λ è il parametro di regolarizzazione (regularization parameter) che fissa l’entità della 
regolarizzazione. Entrambi questi fattori determinano la sensibilità della soluzione alle 
perturbazioni di A e )( mp tI  [21]. 



Ci sono vari metodi per la scelta del parametro di regolarizzazione λ. Una prima classificazione si 
basa sulla conoscenza o meno di una stima della norma dell’errore 2

2
)( mte  sovrapposto a )( mp tI  e 

che, per inciso, deve essere unbiased [21] nell’ipotesi di validità del metodo di Tikhonov (quindi la 
corrente di conduzione potrebbe essere un problema in quanto sovrapposta alla polarizzazione del 
dielettrico). 
Un metodo che si basa sulla conoscenza della norma dell’errore )( mte  è il metodo del principio di 
discrepanza (discrepancy principle) per il quale si stima λ tale che: 
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Altri metodi che non si basano sulla conoscenza a priori della norma dell’errore sono il metodo 
della curva ad L (L-curve Method) che si basa sulla determinazione del punto di massima curvatura 
della curva luogo dei punti: 
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Che, come si evince dal nome, per problemi mal posti presenta un tipico andamento ad L (vedi 
fig.7) evidenziando, al variare del parametro di regolarizzazione λ, sia l’impatto dell’errore di 
perturbazione 2

2
)( mte  (perturbation error) che incide particolarmente sulla norma 

2
)( nLG   della 

soluzione regolarizzata (parte verticale della forma ad L) sia l’influenza dell’errore di 
regolarizzazione (regularization error) introdotto (parte orizzontale della forma ad L) dal metodo di 
Tikhonov (od equivalentemente da un altro metodo) sulla norma 

2
)()( mpn tIAG   [21].  

 

 
 

Fig.7 Grafico della L-curve al varare del parametro λ 
 
Come già accennato, solo per dielettrici tipo Debye o tipo Davidson-Cole è possibile avere in forma 
chiusa la formula della risposta di corrente ad un gradino di tensione. Tuttavia nel tempo si sono 
evoluti dei sistemi numerici per l’inversione della trasformata di Laplace [27] [28] [29] [30]. Un 
problema, quello dell’inversione numerica, ancora una volta mal condizionato. 
In [26] Abate e Valkó descrivono un’applicazione del metodo di Talbot (Fixed Talbot) per 
l’antitrasformata di Laplace 
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In cui il contorno B definito nell’integrale di Bromwich (una linea verticale in s=r+jy con                 
-∞<y<+∞ ed r fisso tale per cui ogni singolarità di F(s) abbia parte reale inferiore ad r) viene 
deformato in un cammino del tipo: 
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Tale per cui nessuna singolarità di F(s) sia attraversata dal nuovo cammino. Con questa modifica e 
l’approssimazione dell’integrale con il metodo dei trapezi si ottiene [30]: 
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In questa formulazione l’unico parametro in ingresso è M che determina l’errore di inversione. Gli 
autori presentano inoltre una implementazione del metodo in Mathematica. In particolare l’uso di 
tale ambiente software con precisione numerica arbitraria è da ricondursi al tentativo di ridurre 
l’apporto dell’errore di troncamento, settando il numero di cifre significative dell’aritmetica interna 
pari ad M. 
Una sua implementazione in Matlab è stata compiuta valutando l’errore relativo su di una funzione  
di permettività di tipo Davidson-Cole di cui si conosce l’antitrasformata. I risultati sono mostrati in 
Tab. 1 e Fig. 8 per vari valori del parametro β. Si nota che tanto più il modello Davidson Cole si 
avvicina a quello di Debye, tanto minore è l’errore commesso dalla inversione che tuttavia rimane 
inferiore al 0.6% in MATLAB per β=0.2. 
Dalla Fig. 8 si nota inoltre come la corrente monitorata assuma un range molto ampio di valori (9 
ordini di grandezza: dai nA agli aA). Anche prevedendo una sufficiente ampiezza del gradino di 
tensione, la misurà sarà possibile in pratica misurazione solo su di un ristretto intervallo di valori di 
corrente (correnti minime misurabili 100fA-1pA). 
Il metodo di inversione numerica appena introdotto è stato poi utilizzato per la simulazione di 
dielettrici di tipo Havriliak-Negami con i parametri α e β compresi tra 0 ed 1 con passo di 0.25. I 
risultati ottenuti sono presentati per il dominio del tempo in Fig. 9, mentre per il dominio della 
frequenza: in Fig.10 sono riportati i comportamenti ideali, in Fig. 11 quelli derivati dalla FFT della 
risposta di corrente nel tempo calcolata tramite il Fixed Talbot Method ed in fig.11 un confronto tra 
lo spettro teorico e quello numerico per τH-N=0.2, εi=1, εs=2, α=0.5 e β=0.5.  
 
 



 
Fig. 8  Comparazione delle risposta in corrente teorica (triangoli verdi) e invertita numericamente (linea blu) 
ad un gradino di tensione di 1V su di un condensatore di capacità in vuoto (C0) di 10pF, costante di rilassamento 
τc-d=0.2, β=0.4, εi=1, εs=2 monitorato per un tempo di 3 secondi. Errore relativo percentuale (asterischi rossi) 
compiuto nell’inversione. 
 
 
 

εs εi C0 ΤD-C β M 

Errore 
Medio 
MATLAB 

Errore 
Massimo 
MATLAB 

Errore 
Medio 
Mathematica 

Errore 
Massimo 
Mathematica 

2 1,00E+00 1,00E-11 0,2 0,2 32 0,013051072 0,619001428 0.0193125 0.867899 
2 1,00E+00 1,00E-11 0,2 0,4 32 0,003552287 0,160419758 0.00519574 0.240439 
2 1,00E+00 1,00E-11 0,2 0,6 32 0,001335803 0,058915405 0.00194128 0.0897066 
2 1,00E+00 1,00E-11 0,2 0,8 32 0,000585343 0,0247467 0.000854866 0.0405903 
2 1,00E+00 1,00E-11 0,2 1 32 0,000285441 0,012011872 0.000411897 0.0182279 

Tab. 1 Errore relativo commesso nella inversione numerica di Laplace col Fixed Talbot method di un modello 
dielettrico tipo Davidson-Cole al variare del parametro β (M=32). Simulazioni in MATLAB e Mathematica 
 
 
Il comportamento teorico e numerico in frequenza mostra come l’entità del parametro α incida 
proporzionalmente sulla dispersione della caratteristica del dielettrico in frequenza (quindi anche 
sulla dispersione dei rilassamenti) e come invece valori di β prossimi ad 1 indichino un 
comportamento simmetrico rispetto alla frequenza 1/2πτH-N della permettività dielettrica (la 
caratteristica di Havriliak-Negami degenera in una permettività tipo Cole-Cole). 
Confrontando lo spettro teorico con quello del segnale antitrasformato numericamente nel tempo 
per α=0.5 e β=0.5, si nota come la corrispondenza sia ottima alle basse frequenze mentre venga 
meno alle alte frequenze. Questo comportamento può essere spiegato con le limitazioni imposte dal 
teorema del campionamento di Shannon e dal corrispondente fenomeno dell’aliasing. A tal 
proposito in Fig. 12 è mostrato il confronto fra i due spettri per α=0.25 e β=1: in questo caso la 
corrispondenza è buona anche alle alte frequenze in quanto il contributo frequenziale del modello 
teorico è trascurabile per frequenze superiori alla frequenza di Nyquist (imposta dal campionamento 
del segnale nel dominio del tempo). 
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Fig. 9 Risposta di corrente nel dominio del tempo ad un gradino di tensione di 1V su di un dielettrico tipo 
Havriliak-Negami capacità in vuoto (C0) di 10pF, τH-N=0.2, εi=1, εs=2 e α e β compresi tra 0 ed 1. 
 

 
a)       b) 
Fig. 10 Parte reale (a) immaginaria (b) della corrente di polarizzazione dielettrica di Havriliak-Negami su di un 
condensatore di capacità in vuoto (C0) di 10pF, τH-N=0.2, εi=1, εs=2 e α e β compresi tra 0 ed 1.  
  
Un ulteriore studio è stato poi condotto sull’errore indotto dall’introduzione di una resistenza di 
shunt di valore elevato (Fig. 6) nella misura della corrente di polarizzazione.  
L’inserimento di una resistenza di misura Rmeas in serie al dielettrico (per es. tipo H-N) da 
investigare, comporta una risposta al gradino unitario di tensione che, trascurando la conducibilità 
del mezzo (G0=0), diventa: 
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Fig. 11 Confronto fra il modello teorico (in rosso) e quello numerico (in blu) per la parte reale (a) ed 
immaginaria (b) della corrente di polarizzazione dielettrica di Havriliak-Negami su di un condensatore di 
capacità in vuoto (C0) di 10pF, τH-N=0.2, εi=1, εs=2 e α=0.5 e β=0.5. La corrispondenza i due spettri è buona alle 
basse frequenze ma vine meno alle alte frequenze per l’insorgenza del fenomeno dell’aliasing (tempo di 
campionamento 1us) 
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Fig.12 Confronto fra il modello teorico (in rosso) e quello numerico (in blu) per la parte reale (a) ed immaginaria 
(b) della corrente di polarizzazione dielettrica di Havriliak-Negami (nella fattispecie degenerata in una Cole-
Cole) su di un condensatore di capacità in vuoto (C0) di 10pF, τH-N=0.2, εi=1, εs=2 e α=0.25 e β=1. Si nota come la 
corrispondenza presente sull’intero range di frequenze sia dovuto al fatto che il modello teorico estinguono 
prima della frequenza di Nyquist (tempo di campionamento 1us). 
 
 
Dalla formula si nota come la corrente misurata abbia un andamento in frequenza smussato da un 
filtro passa basso equivalente  1)(

1
0  measRCj , ovvero nel tempo la risposta dielettrica viene 

coperta dalla risposta del filtro equivalente che decade con costante di tempo prossima a al valore 
smeasRC 0 . 

Questo ragionamento viene confermato operando l’inversione numerica della Imeas(ω) e graficando i 
risultati ottenuti comparandoli con la risposta temporale al gradino unitario del solo dielettrico. Ciò 
viene riportato in Fig. 11 dove si nota bene quanto detto.    
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Fig. 11 Risposta nel dominio del tempo (a) e della frequenza (parte immaginaria cambiata di segno, b) di un 
dielettrico tipo HN (C0=10pF, τH-N=0.2, εi=1, εs=2 e α=0.25, β=0.75) per un setup di misura con resistenza di 
polarizzazione pari ad 1Gohm (blu) ed una resistenza trascurabile (verde). Nel grafico si riporta anche la 
differenza in valore assoluto (rosso) delle grandezze simulate nei due setup di misura. 
 
6. Setup di misura e considerazioni pratiche 
 
Alla luce di quanto fin qui illustrato, la misura della risposta di corrente di un materiale sottoposto 
ad un gradino di tensione può essere effettuata con una configurazione mostrata in Fig. 12. Una 
parte fondamentale del setup sarà l’accurata progettazione dell’architettura del convertitore corrente 
tensione.  
In particolare l’amplificatore operazionale dovrà avere una bassa corrente di polarizzazione (bias 
current) al fine di , un’alta resistenza di ingresso differenziale ed una bassa capacità di ingresso (che 
insieme alla capacità del generatore mina la stabilità del sistema). Candidati per questo ruolo sono 
circuiti integrati quali INA332 (corrente di polarizzazione 0.5-1pA, resistenza di ingresso 
differenziale 1013 ohm, capacità di ingresso 3pF) od AD549L (corrente di polarizzazione 40-60fA, 
resistenza di ingresso differenziale 1013 ohm, capacità di ingresso 1pF). È inoltre necessaria la 
presenza di una capacità di feedback per limitare la banda di rumore del circuito. 
Per una validazione del circuito potrebbe essere compiuta con un elettrometro da banco quale il 
Keithley 617 od il 6517B usati nella configurazione di Fig. 6 per la misurazione delle correnti di 
polarizzazione sulle resistenze di shunt. 

 
 

Fig. 12  Configurazione circuitale per l’analisi della permettività dielettrica nel dominio del tempo della capacità 
Cx. La figura presenta un convertitore corrente tensione limitato in frequenza dalla capacità di feedback Cfb al 
fine di ridurre il contributo di rumore. 



Una volta acquisita la risposta in corrente nel tempo, già attraverso la trasformazione nel dominio 
del tempo sarà possibile determinare i rilassamenti. Per inciso sarebbe critico valutando la sola 
corrente di carica in quanto composta anche dalla corrente di conduzione che diventa dominante 
alle basse frequenze, tuttavia la misura della corrente di scarica (che non presenta il contributo di 
conduzione) consente di discriminare la corrente di polarizzazione e dunque ε(ω).  
Inoltre con metodi numerici di interpolazione potranno determinarsi N distribuzioni tipo H-N tali 
che: 
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Inoltre potrebbe essere possibile determinare la distribuzione dei tempi di rilassamento con metodi 
di regolarizzazione per i problemi mal posti. 
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