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INTRODUZIONE

Nel presente lavoro & contenuta una dimostra-
zione matemaficamente rigomwsa dell'esistenza di
soluzioni economicamente significative nel model-
lo di equilibrio economigo generale secondo Za-
ghini.

Tale dimostrazione & stata condotta lungo le
linee suggerite dall'autore stesso negli articoli
analizzati; suggerimenti che tuttavia non assurge-

vano alla completezza di una dimostazione formale.

Si ritiene utile accennare a Jgrandi linee la

procedura matematica seguita nella dimostmzione:

si considerano le relazioni del modello di Zaghini
(a) Cyg s
(b) vC P

(¢) P=1v

1
r
(d) Py = vS

. "~

(e} se 221%%< S¢ allora v/= 0

~n
(£)7se 3 %yp?r allora =0

\‘.ﬁ"




Una soluzione delle relazione da (a) a (£)

~

& accettabile dal punto di vista economico se

y %0 vy 0 Py O e ry0

Determiniamo un livello assoluto dei prezzi

imponendo che sia

n
(%) L L Bl =1
4

Consideriamo la relazione

(c) p-=

1v
r

e sfruttando la (¥*¥%) otteniamo
P =1

~ \"
3w

]

Ricordiamo che, per le proprieta della P.L.
le due relazioni
(a) Cygs
(b) vC P

si possono interpretare come i due sistemi di vin-

coli dei due problemi di P.L.




subordinatamente a Cy<>S

1) massimizzare Py

e y-;,O
e a vC 7P €

2) minimizzare vS subordinatament

V7/O
ossia:
max FY 'min vS
1) 4 Cy< s e 2)|vC ¥
y»©0 vy0
Poiche 1la matrice © & non negativa ed o inoltre
tale che ogni sua colonra possiede almeno i elemen—
i ammettono 50=

to positivo, i due insiemi ai vincol

1uzioni possibili in corrispondenza ad ogni yetto-

ve P apprtenente alltinsieme
m

V:iP /S pp= 1 ?7,07]
A

Allora Per i1 teorema andamentale della Pro-
grammazione 1ineare segue che esistono soluzioni

ottime.
Tpdichiamo coXt Ww(P) 1rinisienme del yettori

a di minimo

pon negativi Vv soluzioni djel problem

per PeV .




Ogni ingeme W(P) & non vuoto, limitato e con

vesso e non contiene il vettore v = 0

Consideriamo la corrispondenza (i)

(i) P =

lmtv v
>, v
40
Con la corrispondenza (i) associamo ad ogni
v - ¢ a uno dei w(P) ottenuto sostituendo un P€

e V nel problema 2) - un insieme CoOnNvesso F(P)

di punti PeV

La corrispondenza da P&V —p F(P) risl-
ta essere un'applicazione semi-continua superiormen
te dellt'insieme V 1in se stesso.

Si ricorda la definizione di applicazione S.CeS.
siano Vg[R™ | w(P)s [R”
Sia f una funzione multivoca da V in W, ossia
una funzione che associa ad VPQV un sottoinsieme
F(P)EeW .

Diremo che f & semi-continua superiormernte
se, data una succesione {Pkﬁin vy, con lim F = Pe

K~d oo

eV, e, data una successione ?VKI) in W con ¢ €

€ r (PK) e lim v = v ewWw , si ha: v ef(P).
K~d oo




Dimostriamo cosi la semi-continuitd superiore

Sia { Pd la successione di Pe V tale che

lim Pk= P e V
K= o0

Siaix@%uma successione ottenuta estraendo

da ogni  W(Pyx) un elemento vy .

Consideriamo 1l'insieme W =§Lw(g§
W & un insieme limitato

Indichiamo con W la chiusura di tale insieme .

La successione.{vkgper come & fatta risultera
contenuta in W e per il teorema di Bolzano - WeieXx
strass possiamo $icuramente riuscire a estrarre dal-

la successione<{vk§ una sottosuccessione convergen-

te m un punto v € W , ossia

-
v
)

K - -
Dobbiamo dimostrare che veW
Si verifica che v soddisfa i vincoli del pre
blema di minimo

2)( min VS
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Per provare che verifica
min VS

consideriamo il problema 1) di massimo

1)( max Px
Cy & S
y 3 0

Poiché il problema di minimo ammette soluzio-
ni per V Pe V , per il teorema forte di dualita
possiamo garantire che il problema di mas ammette

soluzione per VPK € { PKS.

L

La soluzione y del problema di max puo esse-
re scelta in un insieme finito G di vettori.

Indichiamo con y, una soluzione del problema
1) ',,‘

Poiché la { ykSPué assumere 50lo un numero fi-
nito di valori esistera una sua sottosuccessione
‘{meChe assuma difinitivamente lo stesso valae .

Sia lim y = ;
K-beo hy
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Ma poiché vale il teorema forte d dualita,

D

g ¥, =V S per ogni h, fissato
kK hy

e infine, per la continuitad di ambo 1 membri, e:
Py = vS
Ma allora, poiche v verifica
QC;;?
v 2 O
allora v e W(P) ';é Ve W .
Siamo riusciti a costruire una successione{f;ﬁ

e una successione { vkﬁcon i requisiti richiesti

dalla definzione di applicazione s.C.S.

Notiamo infine che l'applicazione

& continua,e quindi 1'applicazione prodotto:

pAou(p) _F(P)

risulta ancora essere S.C.S.
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B! possibile applicare i1 teorema di Kakutani
all'insieme Vv, cheéchiusO, 1imitato € convesso, ©
are quindi 1'esistenza di almena @ Wi punto

PP )

afferm

. *
fisso P €
rore e 1 corrispondenti yettori ot-

Questo vet
o} ﬁﬁmxawmm

* *
fimald Y e V soddisfan

(a) (b) (1)

Tenendo cont

nte 1e

o di note proprieté della PYO~—

azione 1ineare, si ha inoltre che essi sod—

gramn
gisfano sia 1a (d), sia ile condizioni addizionali
(e) e (£).

e che 1 yettori

si puo af fymal

In conclusione
¥ n *
r = Z;QV; soddisfa~
A

* *
e il numero

P,v,y
te le condizioni da (a) a (g)

costituiscono cioé una soluzione economicamente si=-
gnificativa del modello walrasiano di accumulazio—

ne.
g' utile notare che 11 saggio di interesse€ e




almeno url elemento di ogni yettore sono strettamen—

te positivi.

A conclusione di questi cenni ci sembra dove~
re ancora una volta che, partendo da

10OSO ricorda
izzate

alcune indicazioni non completamente formal
nti in 1etteratura, si & fatto qui

i lavori esiste
ale rigorosa del-

ne
un tentativo di rieostruzione form
1tapparato dimostrativo del modello ai zaghini, giun
gendo ad una dimostrazione della tesi con procedu~

re rigorosamente matematiche.

Da ultimo ci pare,utile ricordare wno dei par~
iloni 1wngo i quii si & sviluppata 1t'ana~-

ticolari £
o di accumulazi

one pura

1isi -del modello walrasian

di capitale.
e si inserisoch~

uelio nel qual

Tale filone é q
no i modelli di Morischima € Debreu, che, gfruttan—=




P2

do il tewrema del punto fisso di Brouwer,
garantiscono anch'essi l'esistenza di soluzioni

aventi significato economico.




CAPITOLO I

1.1 Zaghini propose per la prima volta all'attenzio
ne degli economisti il suo modello di accummlazio-
ne pura di capitale in una pubblicazione del 1968:
"Il Problema dell'esistenza di soluzioni economi-
camente significative nel modello Walrasiano di ac-
cumulazione",.

Questo articolo scaturiva da una attenta ana-
1isi dell'autore del modello, sempre di accumulaziQ
ne, proposto da L. Walras nel suo trattato "Elements
dfecenomie politique pure ou théorie de la riches=-
se sociale", pubblicato nel 1926.

Si ritiene utile fornire qui di seguito le mo-=
tivazioni da cui ha preso spunto la critica dell'au-
tore di tale modello formulato da Walras: riassume=-
remo percid &l contenuto delle sue numerose pubbli-

cazioni su questo argomento.




1.2 Importanza del problema dell'esistenza di solu-

zioni accettabili.

"La teoria Walrasiana & in primo luogo, ed es-
senzialmente un tentativo di rappresentare in un
quadro unitario e coerente tutto il mondo economi-
Co.

I1 suo primo ed essenziale passo consiste nel-
la individuawione di due categorie di elementi net-
tamente distinti: quelli che devono essere spiega-
ti dalla teoria, e quelli che, pure essendo rilevan
ti per la teoria non sono da essa determinati.

I primi sono le variabili o incognite del pro-
blema, rappresentanti i fenomeni economici, i se-
condi sono i parametri o dati.

L'idea centrale degli "Eléments d'économie
politique pure" & che tutti i fenomeni economici
devono essere determinati simultaneamente dall'in-

terno del sistema. I1 secondo passo consiste quin-




di nella individezione delle forze, dJenerate dal-
1t'interno del sistema, in grado di determinare tut-
ti gli elementi di carattere economico.

vBa che cosa dipendono queste forze? Esse sono
riportate all'azione dei singoli soggetti appartenen
ti al sistema e alle condizioni che ne garantisco-
no la mutua compatibilita.

Inoltre queste forze sono rappresentate attra-
verso un sistema di vincoli che legano variabili e
dati. Tali vincoli sono a loro volta rappresentati
sotto forma di equazioni.

In base al presupposto che per determinare le
variabili sia necessario un numero eguale di equa-

/
zioné¢ il compito principale diventa allora quello
di mostrare come sia possibile, in base al ragiona
mento economico, scrivere un numero di equazioni

uguale al numero complessivo delle variabili.

Questo scopo & realizzato attraverso approsw




simazioni successive passando dal caso piu sempli=-
ce a quelli via via piu complessi per arrivare al
caso pilt generale in cui viene determinato un nu-
mero di equazioni eguale al numero di tutti i fe-
nomeni economici considerati.

L'equilibrio economico generale & dato dal-
1'insieme dei valori delle variabili che soddisfa-
no simultaneamente tutte le equazioni.

Walras pid di ogni altro economista ha avuto
la percezione dell'unita del processo economico e
il suo principale contributo consiste proprio nel
aver dato una forma precisa a questa intuizione
della mutua interdipendenza di tutti i Ffenomeni

economici',

1. 3 La Critica

Molto tempo dopo l'enunciazione della teoria

dell'equilibrio economico generale e quasi contempo




raneamente, vari economisti rovarono che essa in
alcuni casi non era in grado di formire alcuna SO~
1uzione, © in altri invece forniva soluzioni non

aventi significato economicoe.
Ma il risultato pin jmportante e fondamentale
a cui si pervenne fu che l'analisi dell‘equilibrio
' esaurﬁsi nel confronto

ale non pud

economico gener
del numero delle equazioni con 1l numne ro delle in-
cognite.
in altri rermini si capl che 1’uguag§ianza fra
e variabili

i1 numero delle equazioni e quello dell
tisce affatto che 10 schema definisca un
;0 questo equilibrio abbia si~

Ccio jeriva in via di principio dal fatto che
glianza pon Pud in alcuw modo assicural
ostru

questa egua
nze nella €

due equa

ci che non si




zioni rappresentano due condizioni contraddittorie,
non riusciamo sicuramente a scoprire questa incoe-
renza logica confrontando il numero delle equazioni
con quelle delle variabili.

Noi vogliamo garantire la coerenza del model=-

10 e per fare cid dobbiamo dimostrare esplicitamen

te che se esso possiede soluzioni, queste sono Ssi=-
gnificative economicamente.
Zaghini nei suoi saggi si pone ddpprima il

problema della determinatezza, cioé la dimostrazio-

ne dell'eguaglianza del numero dei vincoli e di quel
10 delle variabili. I1 superamento di questa prima
"impasse" equivale alla determinazione delle forze
che dovrebbero detrminare l'equilibrio: egli cerca
praticamente la traduzione in termini matematici

della particolare visione che ha del processo €Co=

nomicoe.

A questa prima fase che e quella in cui si da




semplicemente un abbozzo del modello, segue poi quel
la in cui si esaminano le capacita del modello di
definire effettivamente una posizione di equilibrio

che abbia i requisiti richiesti.

1.4 I1 modello economicCo.

E' utile sgﬁicificare a chiare lettere cosa
si intende per "modello economico'.

(...)"In generale un modello & costituito da
un ingeme di relazioni, ricavate in base a certe
ipotesi, fra i dati e le variabili. I valori di e -
quilibrio delle variabili sono determinati dai da-
ti e dalle relazioni che legano variabili e dati.
Allora la dimostrazione dell'esistenza O meno di
soluzioni economicamente significative si basa sul
la individuazione delle condizioni necessarie e suf
ficienti che devono essere soddisfatte dai dati e
dalle suddette relazioni affinché i walori di equi

1ibro delle variakli siano economicamente accetta-




bili.

Un modello & accettabile in quanto costruzio=-
ne compiuta e coerente, se le condizioni da impor-
re sui dati e sulle relazioni sono accettabili ed
&, tanto piu generale quanto pill generali sono ta-
1i condizioni.

Questo tipo di analisi & particolarmente impor
tante in economia dove & molto difficile e spessoO
impossibile ricorrere all'esperimento per confuta-
re una teoria. Esso infatti fornisce un primo va-
1ido criterio di scelta dei modelli permettendo di
eliminare,come logicamente scorretti, quel modelli
che possono fornire informazioni non significative
sulle variabili in corrispondenza a valori signifi

cativi dei dati%

Si & detto in precedenza che molti autori mi-
sero in discussione la capacita della teoria wvalra=-

siana di definire un equilibrio.




Con lo sviluppo della programmazione lineare
e della teoria dei giochi vari autori hanno consi=-
derato nuovamente questo problema.

Zaghini, come avremmo modo di sottolineare fa-
ra uso dei concetti basilari della programmazione
lineare nella formulazione del suo modello.

Come tutti gli altri studiosi Zaghini parte
da wna assunzione fondamentale che & quella per
cui in generale lo schema wvalrasiano non pud es-
sere rappresenato esclusivamente da equazioni.

Alcuni gruppi di egualianze devono essere sosti
tuiti da gruppi di diseguaglianze e inoltre devo-
no essere agginte ulteriori condizioni.

Naturalmente a tutte le modifiche happortate
al sistema originario egli & stato in grado di at=-
tribuire un preciso significato economico.

La critica di Zaghini muove da una ragione ben

precisa: il fatto che in tutte le riformulazioni
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dell'equilibrio economico generale gli autori si
siano limitati a considerare lo scambio, oppure
1o scambio e la riproduzibne, tralasciando com-

pletamente il fenomeno dell'accumulazione: Zaghi-

ni mette in luce che, cosl facendo, essi hanno trascu
rato la peculiare natura dei beni capitali, che e
quella di essere dei fattori producibili.

Negli anni %3-65 si & accesa in italia una
vivace discussione in merito a questo particolare
aspetto dello schema walrasiano: questo perche al-
cuni autori sostenevano che il modello di accumula-
zione di capitale & sopradeterminato mentre dall'al
tra parte si sofeneva che essoO & indeterminato.

zaghini si & soffermato nei suoi numerosi sag
gi su questo problema: la capacita del modello wal-

rasiano di accumulazione di capitale di definire

un equilibrio economicamente significativo.
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1.5 1l modello walrasiano di accumulazione.

Per gtudiare isolatamente il fenomeno dell'ac~

cumulazione senza pregiudicare i risultati, Zaghi-

pni pone 1'ipotesi semplificatrice che esistano

nel sistema solo i peni capitall propriamente det-

"

ti, scartando cosl 1tesistenza dei peni di consumo

e dei fattori non riproducibili.
11 modello di Walras e costituito da 4 gruppi

di equazioni:
qu + C%¥Q.+ oooooc.og‘k’w= 84

y1+ (.;'yz'*' ooo-oo-o(-;.ym: Sz

see® [We!

yfkg&+..n.n.%%=sm

(1) esprime la condizione che in equilibrio 1e quanti

ta jomandate del servizi dei vari beni capitali so-

ca fondamentale dei beni capi

nire servizi produttivi, e completamente realisti—

co supporre che le offerxrte dei servizi del beni ca~
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pitali siano sempre uguali alle quantita inizialmen
te disponibili. La quantita domandata del servizio
di un bene capitale & uguale alla somma delle quan
titd di quel servizo impegate nella produzione del
vari beni capitali.

Nelle (1) si indica con cyla quantita del ser
vizio del bene capitale i-mo necessaria per la pro-
duzione di una unita del bene capitale j-mo, con
yj la quantita complessiva prodotta del bene capi-
tale j=mo e con S la quanfita inizialmente dispo-

nibile del bene capitale i-mo.

I1 secondo gruppo di equazioné esprime la con=-
dizione concorrenziale dell'eguaglianza fra costo
unitario e prezzo per ogni bene.’

Indicando con %....... F, i prezzi dei vari

beni capitali e con Veesooe V i prezzi dei loro

servizi si ha:
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.%‘1V1+ (};;fz’*‘ o000 000 0 + %V’hz Pd.

CV + CV 4+ sececevecece + CV = P
g [ARA Inm 2
(2)/.

CV + CV 4+ eceovovese T+ CV = PM
hi 4 M2 2 Moy,

in cui primi membri rappresentano i costi unitari

in termini dei prezzi dei servizi impiegati.

Le eguaglianze del terzo Jgruppo rappresentano
le relazioni tra i prezzi dei beni capitali e 1
prezzi dei loro servizi. Il prezzo di un bene ca-
pitale & eguale alla capitalizzazione del prezzo
del suo servizo.

Indicando con r il saggio di interesse si.

TR
T
=1V,
. T
(3)
P = v

>
Bl-
>
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Infine vi & l'uguaglianza esprimente la condi~-
zione che il valore dei beni capitale prodotti é
eguale al risparmio. Avendo eliminato dal quadro
i beni di consumo, il reddito percepito dai ca-
pitalisti viene completamente risparmiato.

Poiché tale reddito & eguale al totale delle
remunerazioni dei servizi dei beni capitali dispo=-

nibili, si deve allora avere:
(4) Eyi.*.g)’z.*‘.‘...... zymz qu'l‘ vtsz‘k‘ [ 3X B BE BN J +.¥‘Sm

Nello scrivere le precedenti relazioni sono
state implicitamente impiegate le seguenti ipotesi,
Fatte anche dallo stesso Walras.

a) che vi & un numero di processi produttivi egua-
1é al numero dei beni;

b) che ogni processo produce un solo bene; viene
cioé esclusa la possibilita di produrre congiunta-

mente piu beni.
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c) le quantita prodotte dei nuovi beni capitali non
vengono impiegate nel periodo considerato, ma 1o
cominceranno a essere solo nel periodo successivo.
d) che non vi sono beni intermedi;

Zaghini ha aggiunto per semplicita l'ipotesi
e) che i beni capitali non si logorino ;
assunzione che eliminera in seguito.

Puntualizziamo quali sono le incognite nel mo-

dello valrmg§iano definito dalle equazioni

(1) (2) (3) (4)

Esse sono i prezzi dei beni capitali e dei corrispon
denti servizi, le quantita prodotte dei beni capi-
tali e il saggio di interesse.

I dati sono i coefficienti di produzione c;j

rappresentati la tecnologia e le quantita disponi-
bili dei vari beni capitali S; .

Poiché i c_; hanno significato economico, essi

/
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devono soddisfare la condizione

C",z 0 i=1 esecssoss Il

.

1 o e 06 ¢ 000 n

.
i

che sintetizza il fatto che il servizio di un bene
capitale o entra (c?0) o non entra (c=0) nella
produzione di un qualunque bene capitale;matemati-
camente esprimiamo questa condizione dicendo che

1a matrice € della tecnica & irriducibile (nota 1).

Per quanto concerne la quantita inizialmente
disponibili S dei vari beni capitali e quindi dei
servizi, si supporra che esse siano non negative;
potremmo anzi addirittura affermare che esse siano

positives;
S.50
[

Infatti se un bene capitale non fosse dispon
bile: S{=0 sarebbero automaticamente nulle le

produzioni dei beni per i quali il servizio di quel
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bene capitale fosse necessario.
A questo punto sorge il problema: questerestrzioni

assolutamente generali sui dati

=
i

(*c("g&>/o i 1 esesesesall

1 ‘QOOQOOOn

S¢7 0 J

sono in grado di garantirci valori economicamente

significativi per le variabili ?

Sostituiamo le (3) pelle (2): otteniamo il

sistema

Q“'\Z,'i'........i-g%%:lv,t
r

(**)49“7;{"' ....“..+§4Y'h=lvﬁ
. r

°

C':)\.‘Vi + oo-ooooo‘f'%:{'h: l Vm
r

che si pud scrivere in forme compatta v€ = 1 v,
r
in cui le variabili sono rappresentate dai prezzi

dei servizi-che & il vettore riga v-e dal saggio

di interesse 1.




L'ipotesi fatta sui coefficienti cJf ci garantisce
che il sistema (*¥*) dtermini in maniera univoca

i prezzi relativi dei servizi e il saggio di in-
teresse.

Inoltre tali prezzi e tale saggio risultano
essere positivi: infafti poiché € ¢ una matrice
non negativa e irriducibile, il teorema di Frobe-
nius(nota 2) afferma che il sistema (**) possie-
de una solugzione costituita da un numero positivo
r e da un vettore positivo v determinato a meno di

una costante moltiplicativa.

Ma allora poiche

E=1vy
r

1 Va
T

risulteranno positivi anche i prezzi P; dei beni
capitali.

A questo punto riconsideriamo il sistema

. %+$¥1+ eeseoscee %}{,’: S’I
“ -
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(1) 1.

+ =
cy +$z+ coeeTEsY, = 5,

esso dovrebbe determinare le quantita prodotte del
beni capitali: naturalmente per avere significato
economico questi livelli produttivi dovrebbero es-
sere positivi o nulli: y;30; 1 =1, eeeell

Se fosse possibile dimostrare cio, avremmo
dimostrato che il modello walrasiano di accumula-
zione possiede sempre soluzioni economicamente si-
gnificative.

Queste eventuali soluzioni che soddisfano (1),
(2), e (3), soddisfano anche la (4).

A questo punto avremmo concluso l'analisi ri-
guardante la coerenza interna del modello walrasia=
siano di accumulazione, perche avremmo dimostrato

che esso possiede sempre soluzioni economicamente
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significative.

La critica mossa al modello da tutti gli stu-
diosi parte proprio dal fatto che il risultato auspi
cato non si pud garantire a meno di supporre "a
priori" che tra i coefficienti di produzione ca'e
le quantita date S; del beni capitali esistano cer-
te speciali relazoni, che priverebbero questo mo-
dello di qualsiasi generalita.

Analizziamo che cosa provoca il fatto che il
sistema (1) fornisca delle soluzioni che contengo-
no valori negativi, non avente cioe significato e-
conomico.

Nel modello considerato si & detto che sia la
tecnologia C = (c;j), sia le quantita inizialmente
disponibili dei beni capitali S/ , € quindi deil ser
vizi, sono date.

Data la tecnologia, rimane completamente deter

minate 1l'insieme di tutte le proporzioni in cui e




possibile impiegare completamente i servizi.

Bisogna a questo punto soffermarsi sul fatto
che le proporzioni in cui sono date le quantita ini
zialmente disponibili S; dei servizi Possono esse-
re qualsiasi, e pud accadere che tali quantita non
rientrino nel suddetto insieme.

Questa "impasse" si traduce in termini econo=-
mici nel fatto che qualche servizio risulta esse-
re técnologxamente sovrabbondante, nel senso che
non esiste alcuna combinazione economicamente ac-
cettabile dei livelli produttivi che possa permet-
tere la sua completa utilizzazione.

A questo punto, l'insistenza sulle condizioni

di uguaglianza del sistema (1)

%X} + S‘:% + seesoccee Cy = S’l
.

Mm%
(1)1 .

L]

e

Ex +ng + ssecceee CYy = Sﬂ,

Mmh R
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porterebbe soltanto a costringere il sistema a for-
nire una soluzione solo dal punto formale, valida
matematigamente, ma assolutamente insignificante
dal punto di vista economico, perché conterrebbe

alcuni livelli di produzione negativi: y.<0 .

Focalizziamo 1l nostro problema con la simbo=-
logia matematica: cerchiamo di determinare un vet-
tore y dei 1livelli produttivi tale che

y>O0
si intuisce che, per non perdere di generalita 'ma
tenado anche conto della situagzione in cui non vi &
completo utilizzo di tutti i servizi disponibili,
si dovra riformulare il modello walrasiano di ac-
cumulazione con qualche modifica.

Zaghini sottolinea il fatto che questa esigen
za scaturisce dal fatto che le quantita iniziall

dei servizi sono date in maniera indipendente dal-

la tecnologia: per dare una traduzione matemati@a
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di quanto detto potremmo dire che le S; sono asse-
gnate a prescindere dall'azione dellRe funzioni di
domanda dei beni di consumo (nota 3).

_In ogni caso, sara sempre utile non dimentica-
re questa ipotesi, perché essa/iz ruolo.fondamen-
tale in tutta la trattazione del modello.

Affinché il sistema (1) assicuri soluzioni si

gnificative Zaghini rinuncia alle eguaglianze e

le sostituisce con altrettante disuguarglianze

Wt -..-.-.-.af%ﬂ?&1

?X + gy’- o-.oooooc‘fgmya\(sa

(a)

VAR A cesseseeadl VS

con lammissione esplicita che vi sia la possibili=-
ta che la quantitad disponcbile di qualche servizio

sia superiore alla quantita impiegata.
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Facciamo un rapido confronto fra (1) e (a):
i1 sistema (1) esprimeva la condizione di equili-
brio fra la domanda e l'offerta dei vari seryizi;
con la (a) invece riconosciamo che l'offerta di
wn servizio pud essere superiore alla domanda,
anche quando il suo prezzo cade a ..zero.

In forma compatta esprimeremo la condizione

(a) e quest'ultima cor la notagzione:
(a) Cy«S

con la relazione addizionale

m

(e) Z; 9¥1<Si allora v;= O
Ta

notiamo che a questo puhto dell'analisl bisogna

modificare anche le (2)

gx?+<%ai—.....+gg»= Ei

ci}f’l + %¥2+ ooooo"‘égy‘h: P?_

(2) |.

L]

GV + GY, * eeeeetqy = P
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Infatti poiché in generale i prezzi del benil
capitali sono uguali ai valori capitalizzati deil
prezzi dei servizi, il prezzo di un bene capitale
& nullo se & nullo il prezzo del suo servizio.

Allora avremo che nelle(2) qualcuno dei P¢

sara tale che Pi= 0 .

studiamo il verso delle disuguaglianze:
poiché i membri di sinistra, cioé i costi di pro-
duzione, sono in generale positivi, & evidente
che le relazioni considerate non potranno essere
rappresentate sempre dal segno di uguagiianza,
e perquanto detto, avremo che le relazioni (2) sa-

ranno modificate nelle

%\/f! -+ (;’2\% + eecervee + CV}

(EV + %\Q"‘ YRR -+ CV}

(]

(b) |

CV + CV + sseevess + CVE,
M MY nm
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Aggiungiamo inoltre la condizione che la quan-—

titd prodotta di un bene capitale & nulla, se il

costo di produzione & superiore al preszo.

In simboli:
(b) vC » P

M

£ C VAP allora -= 0
(£) ;1 5 Y,

o2

Introducendo questa modifica per il sigema (2)

sorge una muova difficoltd, in quanto dobbiamo ab-

bandonare una condizione apparentemente essenziale

della nozione walrasiana dell'equilibrio.

Infatti, consideriamo ancora per una volta

le (2)

(2) (G * G * voveenes + GV = F,
CV 4+ CV 4+ sessesse T CV = P
354 22,4 24 2
*

°

*

CV 4+ CV + ecesvesee + CVv = P

g My g am 4 n
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Dal sistema (**), che abbiamo provato preceden
temente, sostituendo le (3) nelle (2) si otteneva
immediatamente

r =
GV * Gt eees + GV,

r = Vg
%1"1’ + gyl'i" eses T gobe
-
L 2
r = Vmn
S:'Yd"!‘ %"{2‘{” eses + S.,VM

Specifichiamo le quantita che compaiono in questi
gruppi di uguglianze.

Al aecondo membro troviamo i mapporti fra i
prezzi dei servizi e 1 costi di produzione dei be=-
ni capitali.

Zaghini definisce questi rapporti “Saggil di

rendimento netto dei beni capitali sui costi di pro

duzione®.
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E* utile puntualizzare 18 differenzg che cor-
re fra il saggio di rendimento (dato dal rapporto
fra i prezzi netti dei servizi e i costi di produ-
zione dei corrispondenti beni capitali), e il
saggio di interesse di tutta 1l'economia, impiegato
per scontare la serie deli redditi futuri formiti
dai vari beni capitali al fine di determinare i
loro prezzi. "Criés au hasard” i prezzi dei servi
zi e 11 saggio di interesse, si avranno n saggi di
rendimento che saranno in generale diversi fra lo-
ro, e inoltre diversi dal saggio di interesse.

E' solo in equilibrio che questi saggi devono

soddisfare certe condizioni: il problema sta proprio
nel determinare queste condigzioni.

SOffermiamoci per un attimo sulle (5).

Poich& esprimonc il fatto che i vari saggi di
rendimento siano tutti uguali al saggio di interes-

se, implicano anche che tali saggi sono anche egua-
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1li fra loro.
Si capisce allora che le eguaglianze delle (2)

implicano anche 1l'uniformitd dei saggi di rendimen

to in tutta l'economia.

Ci rendiamo conto che la sostituzione delle
(2) con le (b) non solo significa che i costi di
produzione possono essere superiori ail prezzi, ma
automaticamente significa anche ammettere la pos—

ch
sibilité/ﬁg equilibrio i_saggi di rendimento siano

diversi.

Ma il modello wvalrasiano ha come ipotesi fon-
damentale che vi sia uniformita di saggio di ren-
dimento, cid che & in accordo con una situazione
di concorrenza perfetta su tutti 1 mercati, mentre
1a nostra ammissione & in aperto contrasto contale
ipotesi.

Ci troveremmo allora a dover ammettere che il

modello walrasiano incorpora due condizioni contrad
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dittorie: infatti se da una parte, la condizione
che le guantitd iniziali dei vari beni capitali 35¢
siano date arbitrariamente, ﬁmplica, in generale,
che i saggi di rendimento siano diversi, dalltal-
tra, l'ipotesi di concorrenza perfetta, vuole l'u-
niformita di tali saggi.

Allora esso in generale darebbe soluzioni non
significative.

Si potrebbe muovere un‘ultima obiezione, ri€oXx
dando_che nel caso in cui valganos le uguaglianze

(1)

Sy, + %%_+ secereestGy = 84

CEMI + (;-:XQ_.*- ..‘.....1.%2,’}7: 82

(1)1 .

L

% + %yi + oooooooo‘f'gymx SM

cioé nel caso in cui vi & pieno impiego degli stock
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iniziali dei vari beni capitali, il modello ha soO-
luzioni economicamente significative con uniformi-—
ta di saggi di rendimento .

Ma un modello generale, come pretende di esse-
re quello walrasiano, non pud limitarsi a conside-
rare solo un tipo di situazione, quindi questa ap-
parente contraddizione fra l'ipotesi di arbitrarie-
ta delle disponibilitd iniziali dei beni capitali
e 1'uniformitd dei saggi di rendimento non pud es-
sere superata imponendo che le disponibilita del
beni capitali vengano date in modo che siano com=
pletamente utilizzate.

Per superare questo ostacolo mostreremo che
nel modello walrasiano con quelle condizioni date
1'ipotesi di concorrenza & compatibile con quella
diversitd dei saggi di rendimento, e quindi con

1tipotesi di disponibilita date dei beni capitali.,




- 3D -

Zaghini spiega chiaramente qual & il ragiona-
mento in base al quale si sostiene che la concor-
renza perfetta implica l'uniformita dei saggi di
rendimento: "In condigzioni di concorrenza perfetta
si deve avere l'eguaglianza dei saggi di.rendimenn
to per tutti i beni capitali,”perché in caso con-
trario gli investimenti avverrano solo nei beni ca-
pitali che hanno il saggio di rendimento piu eleva-
to.

Aumentando le disponibilitd& di questi benit
capitali rispetto a quelle degli altri, i prezzi
dei loro servizi diminutranno, facendo di conseguen
za diminuire 1 corrispondentilﬁinsaggi di rendimen-
to.

Questo processo di riproporgionamento delle
disponibilitd dei vari beni capitali continua £fino
a quando si sia raggiunta 1tuniformita di tutti i

saggil di rendimento".
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A questo punto Zaghini si chiede se é esat-
to dedurre dal suddetto ragionamento che nel mo-
dello walrasiano 1l'ipotesi di comcorrenza € rap-
presentata solo ed esclusivamente dall'uniformita

dei saggi di rendimento, che abbiamo definito con

(5)

r = Vs
QX] 4 (;‘y‘z“f' eevesF S;J,,,

r = Vs
(5) QU+ GY, * eeeeet GV,
L]
-
-«
r= Vm
CV + CV +l0.00.+ cv
Mmia M2y, ]

L'economista da una risposta negativa a questo
quesitoy appellandosi al fatto che vi & la possi-
bilita di modificare le quantitd disponibili dei
vari beni capitali.

Ma Walras, scrivendo nel suo trattato (nota 4)
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che i 'tapitali nuovi non entrinoc in funzione che
in un periodo successivo a quello considerato",
scarta auwtomaticamente che si possa modificare
queste quantita, che non solo sono date, ma sono

anche immodificabili all'interno del periodo cui

l'equilibrio si riferisce.

Si giunge pertandv all'importante con€fusione
che non vi & alcuna contraddizione fra l'ipotesi
di disponibilita date di kni capitali = che impli-
ca la diversita dei saggi di rendimento -~ e quel-

la di concorrenza perfetta.

1.6 Alcune precisazioni.

E!' importante verificare che le modifiche ap-

portate dal Zaghini al modello walrasiano origina-

rio non sono soltanto necessarie, ma anche sufficien—

Ei a garantire sempre soluzioni accettabili dal
punto di vista economico, e che soddisfino le con=-

dizioni poste.
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Allora potremo affermare che ;1 modello & CO&~
rente e che 1e foree in gioco sono in grado ai de-~
finire uwna posizione di eqnilibrio.
' La dimostrazione che sedgue metterd in 1uce questo
e che la situagzione

utile anticipar

nel senso che rutti

no nulli.

"banale“,

e variabili SO

i valori di equilibrio dell
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NOTE AL CAPITOLO I

1) Definizione di decomponibilitd di una matrice.

Consideriamo una matrice A = (ag), tale che
sia: (n % n):>0,.%0 .

Consideriamo una permutazione dell'insieme
dei numeri posititvi 1,210csseell ; per ogni
permutazione consideriamo la mafrice ottenuta dal~
la A riordinando le righe e le colonne secondo l'or
dine indicato dalla permutazione.

Definiamo la matrice A decomponibile se & pos—

sibile trovare una permutazione tale da trasforma-

re la "matrice A nella seguente forma:

=

A
12

Al?_

con Aﬁlmatrice quadrata (s x s), con s<n, A, OPpu-

re A matrici con elementi tutti nulli.
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Se l'operazione sopra descritta non & possibi-
le, allora la-matrice A (a;j) & definita indecompo-

nibile.

2) Per enunciare il teorema di Perron - Frobenius,
ci servono le seguenti definizioni:

Def.: se ¥ e V' sono due spazi vettoriali, un omo -
morfismo di spazi vettoriali di Vv in V', O una ap-
plicazione lineare di ¥ in V', & una applicazione
tale che per ogni vy, vev, Vx e R =

i) L (y,+y) =L (g +1L (u)

i) L(xy) =xL{(y)

Definizione: un omomorfismo di V in V stesso si di-

ce endomofismo di V.

Definizione:sia L un endomorfismo di uno spazio vet-

toriale V , di dimensione finita ny0, su un campo X:

i) si dice autovettore o vettore proprio, O vetto~-

. . ' ‘\\
re caratteristico dell'endomorfismo L un vettore A\

non nullo ve V tale che esista uno scalare AeK




per cui risulti L (v ) = Av.

Lo scalare A si dice allora autovalore o va-

lore proprio o valore caratteristico di L associa-
to alltautovettore v.

ii) uno scalare Ae x si dice autovalore dell'endo-
morfismo L se esiste un vettore v € V™ non nullo

e tale che sia L (v ) = A v. Ogni tale vettore v

si dice allora autovettore di L associato all'au-

tovalore A.

Corollario:sia L ¢ Bnd (V*) si ha:

i) un autovettore di L & associato ad unieo auto-
valore di L.

ii) se A & un autovalore di L e v & un autovetto-
re adesso associato, sono autovettori associati

al medesimo autovalore tuttli i vettori del tipo

Kv con K«‘-‘-l‘k&.

Teorema di Perron e Frobenius : Consideriamo una
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matrice A : (n x n), P/ Ch#o,rindecomponibilé.
Sussistono le seguenti proprieta:
a) A possiede un autovalore A‘)O a cul saranno
associati autovettori destri e sinistri, rispetti-
* * + L) *
vamente x e y , strettamente positivi,
Inoltre ogni qualvolta si verificano le re-—

L G) * G) * ) a)
lazioni: A x = A X, e y A = yc, con x 0, #0

) X ) * o *
yGJ)O, fv"O, allora sara: xG: tx; y=s8y con t, 50,
. * . .
b) sara: A 2 (Al , dove A & un qualsiasi au-
) ) *
tovalore di A diverso da I\
. *
c) A nessun altro dutovalore di A (at‘i') eccetto A

sono associati autovettori non negativi, non nul-

1i.

Lemma 1) : sia x » O un n-vettore riga. Allora A x = O
= x =0

* t3 * *
Lemma 2) : 9 A%0 Tale che A x =A x con x % 0, %0

corollario: sia B una matrice reale (n x n) tale

che 0 £ BLA e K un autovalore di B. Allora sa-

* * * - - 3
ra: " kl¢A” . Inoltre X -=A implica necessaria—




mente : B = A .

3) Funzioni di domanda .

Ricordiamo che nella trattazione walrasiana
da una parte si ha il consumatore e dall'altra
1timprenditore.

Per il consumatore viene definita la funzione

di utilita, che rappresenta sinteticamente tutte

le informazioni del consumatore sulle varie gquan-
tita di beni.

Se il consumatoie si trova in presenza di n
beni, in quantita Yeoreore %, e di m servizi
Xeosaos %m , la sua funzone di utilita é:

U= f ( Joorows Yo Xeveoon §m)

Questa funzione & continua e possiede deriva-
te parziali continue del : primo e del secondo or-
dine: in generale non & unica.

Se vogliamo rappresentare 1la quantita del be~

ne che sard comprata dal consumatore, in funzione
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del suo prezzo, ¢i serviamo della curva di domanda,
la cul funzione si ottiene analiticamente risolven
do il problema di massimizzazone vincolata della
funzione di utilitd rispetto alle incognite Neore Yo

x.o... XC
4 M

4) Cfr, L. Walras, op. cit.




CAPITOLO II

2,1 DIMOSTRAZIONE DELL'ESISTENZA DI SOLUZIONT ECO-

NOMICAMENTE SIGNIFICATIVE.

11 modello walrasiamo di accumulazione con le
modifiche di cui sopra & rappresentato dalle seguen

ti relazioni:

a) n diseguaglianze indicanti che le quantita
impiegate dei servizi devono essere inferiori o
al massimo uguali alle quantitd inizialmente dispo-
nibili
(a) Cy«s
b) n diseguaglianze indicanti che i costi di pro-
duzione dei vari beni capitali devono essere supe-
riori o al minimo uguali ai prezzi corrispondenti
(b) VvCyP
c) n eguaglianze indicanti che i'prezzi dei beni
capitali sono dati dail walori capitalizzati dei
prezzi dei corrispondenti servei

(¢) P = v

1
r
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d) un'equazione indicante che il valore complessi-
vo dei beni capitali prodotti deve essere uguale
al risparmio, ovvero, essendo stati eliminati i
beni di consumo, al reddito totale

(d) Py = vS

I valori di equilibrio delle variabili devono
egsere inoltre tali che soddisfino le condizioni
addizionalis
e) se una relazione a) & soddisfatta come stretta
disuguaglianza, cloé se la quantita disponibile
di un servizio non & completamente utilizzate, al -

lora il prezzo del servizio & nullo

m
(e) se 32;4 Co‘jyj<SC allora v:= O

F£) se una relazione b) & soddisfatta come stretta
diseguaglianza, cioé se il costo di un bene capita-
le & superiore al prezzo, allora la gquantitd prodot-
ta di quel bene capitale & ngulla

o}
£) se C.V.%P- allora y'= 0O
) §;1°3 ‘7 2
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Riassumiamo quanto detto precedentemente sul-

ie grandezze in gioco nella tabella

DATI

INCOGNITE

C = (C{i) matrice tecnica,
quadrata, irriducibile

con cﬁao

Prezzi dei beni capitali
Pb. i=1’0000..n

P vettore riga

8570
quantita disponibili del
beni capitali

S vettore colonna

Prezzi dei corrispondenti
servizi dei beni capitali
v, i=1yooooooon

i

v vettore riga

Quantitd prodotte dei beni
capitali
y!: i=1,.a....1’l

y vettore colonna

Saggio di interesse

r
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Elenchiamo qui di seguito tutte le relazioni
del modello per agevolare i riferimenti a queste

ultime nel corso della trattazione

@) CygS
(b) vC > F
©@ P=1vV
r
@) Py = vS
L
) se ;ﬁﬁ“st‘ allora v;= 0
= O

i)
) Sezdi%yi)Pf allora ¥

Ricordiamo che
1) Una soluzione delle relazioni da (a ) a (f )

& accettabile dal punto di visto economico se

y>0; v 05 P20; r30

2) Poiché nella nostra discussione, dal punto d4i
vista economico, intewssano soltanto i prezzi rela-

tivi, possiamo, senza perdere alcuna generalita,
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determinare il livello assoluto dei prezzi imponen-
do che sia:
m
AZcPC=1
11 nostro vettore P percid sara un vettore

normalizzato.

I1 primo passo della dimostrazione consiste
nell'esprimere la variabile =T (v )

Consideriamo a tale scopo la relazione (c )

(c) P=1V
m T
Allora P=1 S.v (* ), ma anche, per
-— (%
r 4
quanto esposto precedentemente:
m
2R = (%% )

confrontando i secondi membri di (% ) e (¥x )

si ottiene facilmente:

m g}
1Xog=1 = o Zemr () (e
T

sostituendo questo valore di r nella (c ) si

ottiene:

P
i_l

p —
)
i
——

1<
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La programmazione lineare ci inseéna che, da-
to un sistema di disequazioni, & sempre possibile
ricondurre la soluzione di tale sistema alla so~
luzione di wn problema di P.L,, avente come in-—
sieme di vincoli il sistema di disequazioni consi-
derato: precisamente si risolve il problema della
FASE I del. metodo del simplesso (nota 2).

Nel nostro caso le relazioni

(a ) Cygs
(b ) VC>/P

S1 possono facilmente interpretare come i vincoli
dei 2 problemi duali di P.L. (nota 3):

1) massimizzare Py subordinatamente a Cy« S

e y20

2) minimizzare vS subordinatamente a vCy P

e vy 0, ossia:
max Py min vS

1) Cy £ 8 2) vC ) P

y 2,0 - vy 0
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[22]
Definiamo l'insieme V = { P /ZLPC= 13 P>/03
A

Poicheé per ipotesi la matrice C e non negati-

va (nota 4) ed inoltre & tale che ogni sua colon-

na possiede almeno un elemento positivo, e cosl
pure il vettore §>0 , allora, dato un vettore
Pe V , gli insiemiidei vincoli (a ) e (b ) ammet-~

tono soluzioni possibili,

Nel modello considerato deve essere soddisfat—~

ta la relazione:

(d) Py = v8
H I P
PRI SRR O SR BVeE

il teorema ﬁeﬁhgmeh§alé del;a'E.fﬁ}'afferma che

: .
fiol o

data una coppia di problemi fra loro duali, cone

& il caso di 1) e 2), se ; & una soluzione ammis~
sibile per il primale e v & una soluzione ammis~
sibile per il duale, e se

allora § & una soluzione ottima per il primale e

nello stesso tempo v & una soluzione ottima per

i1 duale, e i due ottimi coincidono (nota 5).
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Poiché noi ci troviamo proprio nelle condizio-

ni auspicate dal teorema, avremo che per i 2 pro-

blemi:
‘max Py min v8
1) Cy< S 2) vC 2 P
y30 vy 0

E} soluzioni ottime e queste soluzioni soddisfano
m
Cyg S e ;jcdyyi<sb' zg v;= 0

»
vCy» P e , C, SR = = 0
4 %L "TVL7 T 7 yJ'

Per provare 1l'esidenza délle soluzioni che sod-
disfano le relazioni (a ),(b ),(i ),(d ),(e ),(£)

operiamo in gquesto modo.

Il nostro scopo adesso é dl risolvere per Veev

con V = { P/ §§¢P¢= 1; P20 3 , 1 due problemi
di massimo e di minimo che abbiamo indimto con 1)
e 2),

‘Consideriamo dapprima l'iniseme deli vettori

che risolvono il problema:
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2) Y vCcy P

Per trovare questo insieme di soluzioni seguia
mo questo procedimento: scelto un Pg V arbitra—
rio, lo sostituliamo nel'. sistema:

(b) vCy P con v;_O

Allora a questo Pe V ssara associato uno
o pit v che risolvono il problema 2), cioé tro- ;
veremo wno O piu vettori v che minimizzano la
funzione obiettivo:

Z = Cv S

¢ L Pg

.}.Mg

subordinatamente ai vincoli (D).
Naturalmente queste considerazioni si possono

estendere ad ’ff PeV .

Le proprietd della programmazione lineare ci

garantiscono che per VPev 1'insieme W(P ) dei
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vettori v che soddisfano il problema 2) & (un

insieme) non vuoto € convesso.

Ricordiamo infatti che l'insieme dei vettori
che soddisfano il sistema dei wvincoli (b) & un
poliedro di lRmche ha la caratteristica di esse-
re un insieme convesso (nota §).

Tnoltre 1'irsieme W(P) dei vettori soluzione

& limitato: infatti & limitato inferiormente perche

deve essere'v;C); ma & anche limitato superior-
mente:
infatti il vettore S &0 per ipotesi e dunque
VSZO _—__> m11’1:vS>0

Ma 11 prodotto vS & vincolato a soddisfa-

re la (d) Py = vS8

dove PegV & limitato;

anche y & limitato perché verifica i vincoli del

problema di massimo, infatti & Cy g S @ Py &

iimitato.
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Da queste considerazioni si ricava che anche
il prodotto v S & limitato, essendo S assegnato —=
v limitato superiormente.

Untultima osservazione su questo insieme :

il vettore soluzione v & tale che : 'V¢¥J se v=0

Infatti nel caso in cui v = 0 almeno una

\4

delle relazionl
(b) vCP
7
non & soddisfatta.
Logicamente quanto detto & valido nel caso in
cui PyO , perché quando P = 0 nelle (b) vale
il segno di uguaglianza. Noi perd stiamo cercando

una soluzione per il caso non banale, con Vv#0,

e P¥O

Consideriamo la corrispondenza

(1) P = L v che per comoditad di
Tc"u‘
1
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notazione indicheremo con il simbolo £
dove v varia in un insiéme W (P) che abbiamo de-
terminato per un particolare PevV, con P arbitra-
rio. -

Istituendo la corrispondenza }l ad V'v.e,w (P)
associamo vn PeV.

In simboli: v.-gl——;P

Ltinsieme di vettori P immagine di v nella‘Ei
formano un insieme convesso F (P¥ 4i punti PegV .

Verifiichiamo questa affermazione:
a) mostriamo dapprima che i P attenuti con la £
che individueremo con P, , appartengono effettiva—
mente a V, ossia:

P &€V -
7 <

Sappiamo che tutti gli elementi Pe V soddisfa

no la condizione:

m
Z‘;Pcz 1
A4




..-54...

Per 1 Py s1 ha:

m . ™~

Z“:t:P‘:m . 1 Z"‘L:\rl‘m Va T seee
S v paRs

+ooooo Vm —

—Zm -

, 2L,Vm
41.«

N

per cui, procedendo in questo modo, ci siamo costrul
ti uwn'applicazione multivoca dello spazio V in se.
E! utile notare che, istituendo la corrispon~
denza U , Zaghini ha riproporzionato gli elementi
che soddisfano il problema 2) di minimo per Ypev,
ottemndo che questi elementl vangano effettivamen~

te a trovarsi in V.

b) verifichiamo ora che l'irdeme F (P) & convessO.
Dalle considerazioﬂi svolte precedentemente

e dalla P.L. sappiamo che oénuno da%ﬁi insiemi W (P)

di vettori v che soddisfano il problema di minimo

per v PeV , & un insieme convesso di soluzioni

ammissibili.
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Sottoponiamo per \finsieme w (P) ~ ottenuto
ciascuno per una scelta particolare di P - tutti
i vettori v tali che

veWw (P)

alltapplicazione:

il P = 1 v
. vy
SV
. - - 3 4 + w0 .- -
Ci & utile ricordare la definizione di insie-
me convesso:
. Y - M\
"Un sottoinsleme dl[R,e convesso se e solo se con-
tiene tutte le combinazioni convesse dei suoi ele~
menti” (nota 7).

Mentre la definizipne di combinagzione convessa

& la seguente:
il vettore somma :Lﬁﬂi-.......ﬁ&ﬁm

si dice combinazione convessa di Veosoas gh se i

&1
coefficienti A¢ sono tutti non negativi e nyﬁz 1
. 4
A questo punto se l'insieme F (P) & convesso

detti P, e Pi

plicazione di[4 a v, e vzé ad unopstesso W (P),

due elementi provenienti dalla ap-
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dovra valere:
ke + (1 -A)ger (B) O« A

Allora ricordando la

7zt P=__1 \4
¢ Ve _
applicata ail vettori v, e 22 che, per comodita

di notazione, ora trascriviamo con gli indici in

aito (vl e v%), si ottiene :

A v £ (1 -k) y &
f?- 4 2
CFe Y 3.V
ma poiché deve essere : 1

fig)

:Z B si avra:
v &

2

|
-

m
LV? + (1 - M) v
2;-6 ﬁfft g iy

K 2.
L t’ + b
4 v

4
e questo & vero, infatti si ottiene:

kv" + (1~A)Xf_1

vt~

<l

::§> F (P) & un insieme cOnvesso
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A questo punto Zaghini afferma che questa cor-
rispondenza da V 1in se stesso & una corrisponden—
za che risulta essere SEMI-CONTINUA SUPERIORMENTE.

Per dimostrare questo fatto, che € il nucleo
centrale del problema, procediamo come segue:
sia Pe V (P elemento arbitrario del simplesso V)
(nota 8);

F associa ad W P, per gquanto abbiamo visto
1tinsieme dei vettori ottenuti che & stato indica-—

to con B(P).

Sia PkeV, dove conq{Pki indichiamo una succes

sione di prezzi eV tali che
1im P = PeV,
k2o K

mentre con %( indichiamo uno degli elementi della

successione.,

Sia W<e w (P, ) : con questa scrittura indichia

mo ltelemento cosi ottenuto:

ad VPK e{PKSassociamo 1tinsieme dei v che risol-
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vono il problema di minimo.

Le proprieta della programmazione lineare ci
garantizono che o un numero finito di soluzioni ba-
se ammissibili per il problema di minimo (nota 9).

min vS

vCa; P

V}O
e indichiamo con Vi ltelemento k-~esimo € all'in-
sieme dei valori che soddisfano il problema di mi-

nimo per quel particolare Pg .

L'applicazione sintetizzata in simboli si puod

rappresentare cosl:

T -
PK——-* {Vk ] J a— 1...... SK
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Da ¥ successione (insieme) dei W (Pyx ) estraia
mo un vj , e consideriamo la successione formata
da questi elementi, che indichiamo con {Vk5°
o0
Consideriamo [7& W, dove W, indica l'insieme
delle soluzioni del problema di minimo per tfﬁ;av .

La successione { VK} risultera contenuta nel-

0
1'insieme W= %&W&

Tale insieme W & limitato infatti;
m
P & limitato percheé é'Vf‘{P /3B =1 -¥>;o}
A

!

che un insieme limitato.

y & limitato superiormente perche soddisfa ai vin-
coli:
Cyg S e poiché C e § sono assegna-
ti =) y limitato.
Allora dalla relazione (d) Py = v8 =—» v de-
ve essere limitato::§> W insieme limitato poiché

vVEV.
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Dato l'insieme W consideriamo la chiusura
W, che & un insieme compatto =—> per il teorema di
Bolzano - Welerstrass dalla successione { Vkseaﬁ
possiamo estrarre una sottosuccessione convergente,

ovVvVero:

=1

(%) vV, —pV €

Estraendo dalla successione di partenza la
sottosuccessione (%), di indici kh" saranno veri-
ficate l'ipotesi richieste dalla definizione di

applicazione semi-continua superiormente (s. C. Se)

Definizione di applicazione sS. Cs. S.

siano Use V¢IR™. Sia £ una Funzione multi-
voca da U in V, ossia una funzione che associa ad
ogni ueU un sottoinsieme £ (u)sV. Diremo che £
& semipontinua superiormente se, data una succes-—
sione {ukgin U, con l%ﬁ;%€= uel , e data una suc—
cessione {vklj in V con vkef (ug) e l%ﬁkax vev,

si ha : ve £ (u).
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Resta da provare allora che v eV (5), e quin=-

di a V.

2.2

Per le consideragzioni che faremo in seguito

ci conviene porre il problema di minimo sotto una
forma piu agevole,

Ricordando che P wvaria in V , consi-
deriamo la funzione  g{(P) univoca, continua, co-

sl definita:

g(P) = P
I1 nostro problema di minimo allora si pre-

sentera nella forma:

min vS8 min v§
2') ) vC > g(P) equivalente a 2) | vC P
v;O vy 0

Allora, poid® per quanto & stato detto, k/vk /i

@ tale che

&
W
o

2 5
AN
O
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_ per la continuitd della funzione identita, passan-

do al 1lim si avra:
Koo

G P

A\

<1

30
cioé v soddisfa anch'esso i vincoli del problema

di minimo ' 2).

Proviamo ora che verifica
min vS
Sappiamo che il problema di minimo ammette
soluzioni ammissibili per V’Pe,v.

I1 problema duale di max, che trasciviamo

max g(P) vy max Py
1)1 CyL S equivalente a 1) | Cyg S
y 20 y 20

ammette soluzioni per-VPKe,alla successione { ﬁ{}

tale che 1im P="P .
k-t K

I1 fatto che anche il problema di max ammette
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sbluzioni ci & garantito dal "teorema forte di dua-
1itar, (nota 1@)

La soluzione y del problema di max pud esse-
~re scelta in un insieme finito di vettori G .

Per affrontare correttamente questo punto sfrut
teremo alcuni risultati che ¢i vengono forniti dal-

1tanalisi "di sensitivita®, o analisi post—ottimale’.

Ricordiamo che 11 nostro problema di max
max Py
1) Cy<€ S
y20
pud essere sempre ridotto ad un problema in forma
canonica (nota 1%).

Sfrutteremo ora il risultato che ci & fornito
da un teorema sull'equilibrio, riguardante i pro-
blemi di programmazione lineare in forma canonica
(nota 12).

Tale teorema ci garantisce che l'insieme del-

le soluzioni del problema di max dipende solo dai

vincoli, e essendo i vincoli sempre gli stessi,
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perché sono rappresentati da Cy&S ; dove C e S
sap fissati, abbiamo ora che l'insieme delle vy
che soddisfano il problema di max non dipende dai
P; , che sono i coefficienti della funzione obiet-

m
tivo, che nel nostro caso & .rappresentata da v ?%%Xr

A questo punto ci chiediamo come otteniamo
questo insieme G .

Non dobbiamo dimenticare che per risolvere
il nostro problema di max noi lo abbiamo ricondot-
to ad un problema in forma canonica, con l'intro-
duzione di un numero di variabili pari al numero
dei vincoli, che sono rappresentati dalle disequa-—

zioni di  1).

In pratica siamo passati da un sistema
Cyg 8
di n disequazioni in n incognite ad un sistema

di n equazioni in 2n imognite (dove n soOno

le variabili artificiali basiche (nota 18) ‘e’ P
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n sono le variabili non basiche).
I1 nuovo sistema & :
ns
Cy = 8
" Soffermiamoci per un attimo su quanto detto.
Alla fine del procedimento noi avremo trovato
. ’ N
una soluzione per 11 oblema: Cy = S .
A noi perd interessa che la nostra soluzione
soddisfi ai vincoli: Cy& S .
Il teorema fondamentale della P.L. ci garan-
tisce che se un problema di P.L. in forma canonica
ammette una soluzione ottima, allora ammette anche

una soluzione basica ottima.

Come troviamo questa soluzione basica 6ttima?
In generale se i vincoli sono costituiti da
n equagzioni in m incognite, con /;;;), noi
esaminiamo gli mn insiemi di soluzioni“basiche
che abbiamo ottenuto ponendo m - n delle inco-

gnite ugualt a zero in tutd i possibili modi.
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Fra tutti questi possibili mn vettbri il vet
tore basico ottimale sard l'unico che massimizza
la funzione data.

Qindi con G indicheremo l'insieme di tut-
te le solugdoni ottime basiche del +=problema di max
che otteniamo per VIPe vV .

I1 problema di max ammette un aumero finito
di soluzioni ottime basiche, indipendentemente
dai coefficienti della funzione obiettivo e in di-
pendenza solo dai vincoli del problema;
le soluzioni ottime basiche sono i vertigi del po-
liedro Cy & Sw che ha sempXe wil numero finito di

vertici.,

Consideriamo ora la successione{ x‘], ciod l'insie
me dei vettori in cul la funzione obiettivo raggiun
ge il suo valore massimo. al variare di ﬁQin V .

Logicamente,per quanto detto, la successione

{ykgpué assumere solo un numero finito di valori,




- 67 -

perche varia in G .

Fra tutte le sottosuccessioni parziali che
possono estrarre dallad{yks, che & una successione
limitata, ne troveremo sicuramente una convergente

alltelemento ;§ec; (nel senso che assume defini-

—~

tivamente il valore v ). (/i [/1;_.\2' ‘ e . R
La sottosuccessione invece la indichiamo
con .
{94
Per come & fatta{yigche soddisfa il proble-
"
ma di max, sara tale che:
P = v S er ogni h, fissato
hky;:,( hye P g K

(infatti %} & un indice opportuno scelte - fra i
K

B, » con 1lim P = B).

k’)oo K
Poiche %}m yo=y allora varra:
Koo Pk
im = lim v S
K~d o Ky;'x hg-s00 by

e infine, poiché dall‘'Analisi sappiamo che gualun-
que sottosuccessione converge allo stesso limite
della successione da cui & estratta, sara :

(%) 5; = V8




Poicheé ; gerifica i vincoli
Cy<$S
y20

per come & stato scelto e vale (#), e inoltre Vv

verifica:

<1

c;?

<l

» O
allora v eW(P). Allora poiché veW(P)C W =L:j¢w(P{;) =
v € V.

Questo risultato ci & garantito dal teorema
forte di dualita.

Ricordiamo la definizione di applicazione semi-con
tinua superiormente; questa volta la esprimexremo
con la simbologia coerente con la nostrai

Definizione :

siano Ve WY W lR"”
sia: £ una funzione nultivoca da V in W , ossia

wna funzione che assacia ad VP gV un sottoinsieme
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£ (P)gcW .
Diremo che f ¢& semi-continua superiormen-—
te se, data una successione { P Sin vV , con

K

lim Pk: §€;v , €, data una successione {vk}in
k=t~

W con v, &L(B,) e lim v.= veW si
 €i(e, n ,

ha : vef(P).

Per le considerazioni fin gqui svolte possia-
mo subito dire che la nostra applicazione, che as-—
socia ad V’Pk ltirdeme deli vettori soluzione del
problema di minimo, € semb-continua superiormente.

Ancora, per quanto dimostrato precedentemen=—
te, possiamo affermare che, sottoponendo gli ele-
menti ottenuti con questa applicazione alla trasfor

mazione :

.Ei P = 1

che & continua, per quanto ci garantisce un teore-

ma sul prodotto di applicazione 8. C. sS., l'ap-—
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plicazione prodotto & anch'essa semi-continua §u~
periormente (nota 14).

Fin qui cosl abbiamo diméstrato che & possi-
bile istituire una corrispondenza semi-continua su-
periormente dellé insieme V in sé.

Poiche 1ltinsieme V & un insieme chiuso, non
vuoto, limitato e convesso, infatti V & un sim-
plesso, e un simplesso gode di queste proprieta
(nota'19, & possibile applicare il teorema di Ka-
kutani, e affermare l'esistenza di almeno un punto

* * *
fisso, cioé un vettore P  tale che P & F(P )
(nota16.

Teorema di Kakutani: Se P—#(P) & un'appli-

cazione semi-continua superiormente di un n- di-
mensionale simplesso chiuso in sé, allora esiste

* * ¥
wn P €5 tale che P g F(P).

*
Allora il vettore P e i corrispondenti vet-
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*
tori ottimali y che ottengo risolvendo il pro-

blema di massimo:
*
max Py
Cy<s
y20
%
e 11 vettoxre Vv Cche ottengo risolvendo il pro-
blema di minimo:
min vS
*
vC;P
vy O
7
soddisfano 1 vincoli deil 2 problemi duali di P.L.
* .
max Py € min vS ,
Per il teorema fondamentale della P.,L., poiché
* #*
y €& soluzione ottima del problema primale e v
& soluzione cottima del duale, varrd sicuramente
* X *

cioé é soddisfatta la condizione (4) e sempre per

le proprieta della Programmazione Lineare, sono
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soddisfatte le relazioni addizionali

M

(e) 2 Y8 allora v;= O
Jzr _

(£) 2;_ cl:év]:>Pj allora ¥ = 0

Lg'
. A A * .
Allora i vettori P v. e y verificano
tutte le condizioni da (a) a (g);
abbiamo trovato una soluzione economicamente signi-
ficativa del modello walrasiang di accumulazione.

Si noti che abbiamo determinato anche un sag-

gio di interesse tale che

.

¥ i %
he = ;(Vd
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NOTE AL CAPITOLO 11

In questa parte del lavoro si troveranno ol~
tre alle specificazioni dei passaggi matematici
della dimostrazione su esposta dal punto di vista
economico, anche le numerose proprieta della P.L.
che sono state sfruttate nel corso della dimostra—

zione.

1) Nella (%*%¥) coné?y:: r abbiamo espresso il sag-
gio di interesse in termini di preszzi dei servzi.
2) I1 problema di P.L.

max Py

Gy < 8

y 20

3

& in Fforma semplice e si risolve col metodo del

simplesso,perche:
a) & un problema di massimo
b) tutte le variabili yj J = Tessesssl SONO SOg-

gette a vincoli di non negativita.




Tutti i vincoli rimanenti sono della forma
f(x........ XL)‘S S con f lineare.

¢) Tutti i:termini noti sono non negativi,

Definizione: un problema di P.,L. si dice in

forma standard se:
a) & uwn problema di massimo
b) tutte le variabili sono soggette a vincoli di
non negativitd e vincoli rimanenti sono eguazioni
c) tutti i termini noti sono non negativi.

I1 primo passo verso la soluzione di un pro-
blema di P.L. consiste nel trasformarlo in forma

standard .

Dato un problema genexico di P.L., lo si trasfor
ma in un problema in forma standard mediante l'ag-

giuwnta di variabili che vengono chiamate variabilil

artificiali .

La riscluzione di questo problema ausiliario
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3) Dato il problema pr
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max Py
Cy<£ S

y> 0

v

definiamo duale il problema:

ottenuto con le seguenti operazioni:

Disequazioni

n® vincoli

n® variabili
coeff, della £.0.
repmini noti

C = (cda

massimizzazione

min vS8
vC2 P

7

v 20

>

diventano

1"
1

L8]

imale di P.L.

todo del simplesso.

disequazioni

n° varabilil

n° vincoll
termini noti
coeff, della f.0.
c i C:n,’)

minimizzazione
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duale e se

cx = ub
allora %X & una soluzione ottima per il primale
e nello stesso tempo u & una soluzione ottima

per il duale e i due ottimi coincidono.

6) Definizione:

5i definisce "POLIEDRO" ltintersezione di un
aumero finito di semispazi, dove semispazio & ltin-
sieme dei pwnti y che verificano la disequazio -

ne lineare: + F easesess + S
(E% ?¥2 * * Ey '»\( L

Un Poliedro P:{y : Cy &S 3é sempre convessos

Vale il sguente importante teorema che mette
in relazione i vertici dgl poliedro P con le so-
iuzioni basi che soddisfano illproblema di P.L.
Teorema:

I punti estremi di P sono tutte e sole le

soluzioni basiche ammissibili del sistema Cy& S .
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7) cfr. Rockafellar op. cit.

8) Definigzione : Simplesso di dimensione n

E' un insieme di wno spazio euclideo
m
5™ = XEva X0 3 O per 1 = Oecoeedll ; %;55:: 1}
9) Ad ogni base ammissibile corrisponde un veritce
del Poliedro Pt{y : Cy¢:8} . Detto 1 il nune-
ro delle incognite e m  quello dei vincoli,il
pumero di basik ammissibili & al pin (z)
10) Vedi nota 5.
11) 8i ha la seguente diefinizione.
Un sistema in cui i coefficienti di un aumero
di vanabili pari al numero delle righe costituisco-
no una matrice wnitd si dice in ¥forma :-canonica".
Nel nostro caso otteniamo il sistema in forma
canonica aggiungendo . n variabili artificiali.
Dato il sistema Cy<S , diciamo che il siste-
ma & in forma canonica rispetto alle variabili %""’Xﬁ

Y

se & nella forma:
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)z + vesscsseesacsecee Cy -+ .....+Cy = 3

4,0.-3"' ! A, 1
+ * 8 s " s 0 * & & 0 + c * 9 & 9 @ +C - S
Yo mte - 2

+ L)

X + Eﬁ}:?f;" .”.%&': Sﬁ?

n/
ossia lo portiamo nella forma : Cy = S

12) Teorema sull'eguilibrio canonico.
" _
Sia y = ($;) una soluzione non negativa di
Cy = S e sia v = (Qf) una soluzione di VCyP .

Allora y massimizza Py e v minimizza vS

Pe

se e s0l0 se 5;: 0 tutte le volte che vc->nf? ﬁwki’§iﬁ
[ t

13) Vedi nota 2 .

14) Riportime qui di seguito due definizioni di se-

mi-continuitad superiore .

a) "Si dice che 7 & semi-continua superiormente in
X, Se per ogni apertc G contenente r7xa '9 unl

intorno U(x,) tale che: xeU (x)=3[xca .
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Si dice cher7é semi-continua superiormente in
X se é& s, c, 5. in ogni punto di X e se in
Pin m X & un insieme compatto per'Vx .
(éfr. C. Berge op. cit. )
b) Sia GL(S) la fFamiglia di tutti i sottoinsiemi
chiusi convessi di S .
L'applicazione punto - insieme x——bqﬁ*(x) e R (5)
di 8 in ®R(s) si dice semi-continua superiormen-
te se  x-x,, yed(x,) e Y#Yo  implica  ye g(x)
(cfr. Shizuwo kakutani Op. cit.)
15} cfr, Rockafellar, cap. 6 , op. cit,
continua nota 14) Teorema :
L]
I1 prodotto cartesiavo F:=231r%di wna famiglia
finita di applicazioni s, C; s dd X din Y,
& un'applicazione s.c. s. di Xin Y :éﬁY;
16) Teorema di Kakutani: SE x~f(x) & un'applica;ig
ne semicontinua superiormente da un punto a un in-

sieme di un simplesso S, didimensione r chiuso,

in R (8), dove R (8) 2 1a famiglia di tutti i sot-
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toinsiemi convessi chiusi di S, allora esigste un

L
x?€s tale che xef(x %)

Nota : il teorema di punto £isso di Brouwer & un

caso speciale del teorema di Kakutani.

Teotdor AN VY SV OSNL
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CAPITOLO II1

3.1 INTERPRETAZIONE DEL MECCANISMO WALRASIANO DI

ACCUMULAZIONE

Acceniamo qui brevemente alltanalisi svolta da Za-
ghini dal puato di vista strettamente economico in
corrispondenza ai risultati ottenuti per via mate-

maticae.

Per mettere in 1luce gli aspetti piu signifi-
cativi dovuti al risultato matematico, Zaghini for-
mila dapprima esplicitamente le ipotesi di compoxr-
tamento che stanno alla base del modello walrasiano
e mostra poi come sia possibile determinare diret-
tamente con un ragionamento deduttivo , quelle
proprieta che era stato possibile individuare in
modo indiretto attraverso 1o studio del problema
dell'igsistenza di soluzioni.

Si tenga presente che 1lt'analisi viene condot~
ta nelltipotesi che esistono come fattori produtti-

vi solo 1 beni capitali.
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Zaghini divide i soggetti economici che opera~
no all'internc del sistema in 2 categorie: impren-—
ditori e capitalisti: gili uni organizzano la Pro-
duzione corrente, gli altri possegono i beni capi=-
talli esistenti.

I capitalisti offmo a34i imprenditori i ser-
vizi dei beni capitali posseduti e dall'altra chie~
dono con il reddito ricavato nuovi beni capitali.

Un'altra ipotesi fondamentale & che ltequili-

brio che stiamo cercando & di tipo concorrenziale,

ciod vi sia concorrenza perfetta su tutti i merca-

ti.

Poiché le proprietd dell'equilibrio che verra
a stabilirsi dipendonc dalle ipotesi che si fanno
sul comportamento degli imprenditori e del capita-
1listi egli formula le ulteriori ipotesi:
a) gli imprenditori si comportano in modo tale da

massimizzare i loro profitti correnti.




Poiché essi non possegono i beni capitali i
cul servizi sono necessari per la produzione di
nuwovi beni capitali, 1li prendono a prestito dai ca-~
pitalisti; c'e inoltre l'ipotesi di perfetta trasfe

ribilita da un settore alltaltro

b) I capitalisti vengono considerati come acquiren
ti di nuovi beni capitali (ipotesi peraltro implici-
ta nel modello walrgsiano).

Essi richiedono nuovi beni capitali, perché,
come diaWalras, attraverso le vendite dei servizi,
d¥ questi ultimi otteniamo redditi in periodi futu=~
ri.

Allora l'ipotesi sui capitalisti & che, essi,
in qualitd d4i investitori, si comporﬁno in modo
tale da massimizzare i wredditi da essi forniti.

In pil Walras suppoine che i profitti attesi
sui nuovi beni capitali vengono calcolati dali ca-

pitalisti sulla base dei prezzi dei loro servizi
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correnti e Zaghini condivide la stessa ipotesi.

Per capire il meccanismo walrasiano diaccumulaziong
supponiamo di essere nelia prima fase del ntatonne~
mentgicon i prezzi del servizi v , il saggio di in-
teresse r e le quantitd da produrre dei beni capi-

tali nuovi y dati a caso, tepiés au hasard".

nNei mercati dei servizi troveremo imprendito=-
ri e capitalisti";in questi mercati le quantita
offerte sono sempre eguali alle disponibilita date,
mentre le quantita domandate dipendono direttamen-—
te dalle gquantita dei beni capitali che devono es—
sere prodotte. Mentre qui ¢i imprenditori sono acqui
renti e i capitalisti sono i venditori, nel merca-
to dei beni capitali nuovi accade 11 contrério: le
funzioni degli imprenditori e dei capitalisti son-o
invertite.

Sono gli imprenditori che determinano i costi

di produzione del beni capitali, perche essi conosco
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no sia i metodi di produzione, sia i preszzi del sex
vizl.

Le valutazioni dei capitalisti costituiranno
i termini di confronto.

I capitalisti attribuiranno al bene capitale
w valore uguale al profitto atteso su €580, dato
dal valore attuale della serie infinita di redditi
futuri, tutti eguali al prezzo corrente del suo ser
vizio. Dal punto di vista dei capitalisti i beni
capitali hanno quindi valori direttamente PpPropoxr-
zionali ai prezzi deil rispettivi servzi, dové il
fattore comune di proporzionalita & rappresentato
dalltinverso del saggio di interesse. I suddetti
valori rappresentanc i prezzi di veedita dei beni
capitali®.

Nella dimostrazione su enunciata ricordiamo
che il saggio di interesse T Qeniva espresso con

la relagzione

ry;
r= Z&’d
A




mediante i prezgi v dei servizi dei beni capitali.

Se invece vogliiamo ritrovare nella dimostraziQ
ne quanto appena detto circa la relazione di pro-
porzionalitd fra i prezzi dei beni capitali e prez-
zi dei loro servizi, ricorderemo che questa relaziQ
ne & rappresentata proprio dalla

(i) P = 1 VA

nSi consideri ora un bene capitale qualunque.
Se il suo costo di produzione & superiore al valo-
re che esso ha per i capitalisti, la sua produzio-
ne & economicamente non conveniente., Esso infatti
potrebbe essere venduto solo a un pPrezzo efuale a
quel valore.

Gli imprendiibri che intendevano produrre quel
bene capitale rinunceranno quindi a produrlo. Essi
nella fase successiva si offriranno di produrre quq;

cuno det¢ beni capitali che nelle condizioni attuali




permetterebbero un profitto massimo".
La rinuacia a produrre un bene economicamente
sconveniente & rappresentata nella nostra dimostra-

zione dalle

(b) vC
s

2P
L

(£)  se Zign By = %= 0
A

9

nPenderanno a spostarsi verso la produzione
di questi capitali anche gli imprenditori che nel-
1a fase attuale intendevana produrre qualche bene
capitale che pur essendo remunerativo non forniva
tuttavia wn profitto massimo. Poiché esistono solo
beni capitali tutto il reddito dei capitalisti sa-
r& offerto per ottenere beni cpaitali nuovi. Pro-
babilmente il wlore complessivo dei beni capitali

nuovi sard superiore appure inferiore al reddito

complessivo del capitalisti. Nel primo Caso il
fattore di proporzionalitad fra i prezzi dei beni

capitali e quelli dei servzi diminuvira (il saggio




di interesse aumenterd, facendo cosl automaticamen
te diminuire il prezzo wnitario di ogni bene capi-
tale e quindi il valore complessivo dei beni ca-
pitali nuwovi. Il contrario avverra nel secondo

caso".

3.2 A questo punto, dopo che abbiamo individuato

le direzioni in cui spingono le forze dJenerate dal-
la concorrenza e dal comportamento ipotizzato de-
gli imprenditori e dei capitalisti, descriviamo,
rifeiendoci sempre ai risultati matematigi prima
ottenuti, la situazione in cui tal# forze sono in

equilibrio.

“Nei mexcati dei servizi si avra equilibrio
quando l'offerta & non inferiore alla domanda. Nel
caso perd che l'offerta di un servizio risulti es~
sere superiore alla domanda (nel caso cioe che un
bene capitale risulti aovrabbondante) il suo prez-—

20 & nullo".




Le nostre relazioni:
(a) CyL 8
MM
(&) 2 @y<Se =5 w=0

I
esprimono questa posizione.

"Per quanto riguarda gii imprenditri la ricer-

ca del massimo profitto eorrente e la possibilita
di spostarsi da un settore all'allro, implicano:
a) che non vengono prodotti i beni capitali i cui

costi di produzione sono superiori al prezzi

b) che nessun imprenditore realizza uwn profitto
positivo, o, in altri termini, che i beni capitali
prodotti hanno prezzi uguali ai rispettivi costi

di produzione.

Nel nostro modello economico le a) e b) era-
no espresse da

(b) vC Ay P

Y
a) —b "

£) se 2..qv. ?» P, allora y+= O
( P ) 7

D) ——p (c) P=1vV
. . -




Vediamo invece il significato delle (b ) (f )

(¢ ) dal punto di vista dei capitalisti.

Abbiamo detto che i capitalisti impongono prez-
zi dei beni capitali proporzionali ai prezzi dei
corrispondenti servizi: da ci® segue che i prezzi
dei beni capitéli sovrabbondanti risultano essere
nulli, essendo nulli i prezzi dei loro servizi.

In generale si avra che i costi di produzione
di questi beni eapitali sono in Jgenerale superiori
ai prezzi, e la loro produzione non risulta essere
conveniente,

Allora 1 beni capitali che in equilibrio son-o

sovrabbondanti non sono prodotti.

Soffermiamoci un attimo ancora sulla

(c) P=1v

-

Essa non soltanto esprime l’eguaﬁﬁianza fra

costi e prezzi dei beni capitali prodotti, ma anche
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1'uniformita dei saggi di rendimento sui costi per

questi beni capitali.

©I1 saggioc di interesse coincide con il valo- | :
i

re comwme di questi gsaggiidi rendimento. Esso ri-

sita invece superiore ai saggi di rendimento deil
beni capitali per cui i costi di produzione sono
superiori ai prezzi.

Questo significa che in equilibrio il saggio
di interesse & eguale al massimo saggio di rendimen

to.

3.3 La domanda e l'offerta

Vediamo infine il significato della

(d) Py =vS

Essa esprime il fatto considerevole che in

equilibrio si ha uguaglianza fra valore comples—
sivo dei beni capitali nuovi e reddito totale.

Abbiamo visto, nel corso della dimostrazione




del cap. 2 che Zaghini ha ottenuto i suol risulta=—
ti a prescindere dalla fungioni di domanda e offer
Ta.

Bgli sopperisealla nmancanza delle funzioni
attribuendo al meccanismo da lul costruito il ruo-
lo svolto dadla domanda e dall'offertamnsll'indi-
viduazione, nel periodo considerato, dei beni capi
tali scarsi sovrabbondanti, e dall'attribugzione di
un prezzo nullo ai prezzi di questi ultimi,

Quindi sono ancora ad entrare in causa per
questa ulteriore specificazione le

(a) Cyg s

M
(e) > %ﬁi<85 allora v;=0
LY

3.4 I1 "clou" del problema: il saggio di rendimen-

to uniforme.

"I1 ruolc centrale & tuttavia svolto dai
capitalisti sono essi infatti che, attribuendo ai

beni capitali valori proporzionanéé al prezzi del




10ro servizi, prezzi dipendenti a loro volta dal-
le disponibilitad date dai beni capitali stessi,
fanno si che qualsiasi sproporzione in tali dispo-
nibilita abbia la possibilita di riflettersi im-

mediatamente sulle decisioni di produzione e quin-

di di investimento.
Aumentando le quantitd dei beni capitali scar-—
si, cioeé completamente utilizzati, rispetto a quel-

le dei beni capitali sovrabbondanti, che rimango=

no invece inalterate, si realizza un riproporziona- ;
mento delle gisponibilitd dei beni capitali favorevole
alla possibilita di completa utilizzazone, nel pe-

riodosuccessivo, dei beni capitali che ora risulta-

no essere sovrabbondanti.
In questo senso si manifesta pertanto nell'e-

quilibrio uwniperiodale una tendenza verso una situa -

zione di uniformitd dei saggi di rendimento di tut-

ti i beni capitali. Quando si dice che la concor-




renza tende a rendere eguali i saggi di rendimento
si ha in mente iroprio questo: si deve stare at-
tenti perd a non confondere la tendenza con la

realizzazione di tale uniformita".

La concorrenza tra gii imprenditori e i ca-
pitalisti, guidati dalla ricerca della massimizza=-
zione dei profitti attesisui nuwovi investimenti,
implica che siano uguali solo 1 saggi di rendimen-
to dei beni capitali che sono prodotti e nei qualil
concretamente si realizzano gii investimenti, mentre
non implica l'uguagﬁianza di rendimento dei beni
capitali che non sono prodotti.

Si & messo in evidenza nel cap. 1 che pareva
che ci fosse una contraddizione fra ltipotesi di
concorrenza perfetta e quella®di dispomibilita da-
te: in effetti, alla base della disputa, sta l'er-
ronea convinzione di credere che le condizoni di

concorrenza perfetta debbano egsere sempre espres—




se analiticamente attraverso 1'uniformitad dei sag-
gi di rendimento di tutti i beni capitali, Zaghini
sottolinea che tale uniformita pud realizzarsi in-

vece solo nel lungo periodo, dopo che le eventuali

sproporzioni nelle disponibilitd iniziall siano
state corrette attraverso il processo di accumula-
zione, mentre in generale non pud realizzarsi nel
breve periodo, proprio a causa del Ffatto che le

quantita inigziali dei beni disponibili non s0no

modificabili.

Quindi sostituendo i 2 gruppi di uguaglianze

%V;l"l" g;\fz""‘ o.ooo.oo'i;t(;:’vm:: P/,

CV + CcvV + . +cv = P
214 %2 [ I K I 2 > " z":};}, 2
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CVv + CV + ........‘i‘CV = P
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Cv+cv+ .....+CV




con le disuguaglianze

(b) vC P
nel tentativo di ricerca di condizioni atte a Jaran-
tire 1l'esistenza di soluzioni economicamente signi-
ficative, mettiamo ora in evidenza che tali disugua-
glianze permettono di afferrare pienamente la natu-

ra di breve periodo del modello walrasl.arno.

Dtaltronde, anche Walras, sebbene si sia sof=-
fcermato sempre sulle uguaglianze, si rese conto che
1tipotesi d4i disponibilita arbitrariamente date de-
gli stock inizialil fosse incompatibile con l'unifoxr
mitd dei saggi di rendimento di tutti i beni capi-

tali.

3,5 Eliminazione di alcune ipotesi restrittive.

Nella sua trattazione Zaghinl aveva posto al-
cune ipotesi semplificatrici: 1le rielencheremo qui
di seguito esponendo poi le motivagzioni per le qua~—

1i esse si possono eliminare senza modificare per-—
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altro i risultati ottenwti col modello di partenza.

1) Ipotesi che il servizio di ogni bene capitale
entri, direttamente © indirettamente, nella produ-
zione di tutti i beni capitali. Queéta ipo®si ci
garantiva che 1 sistemi di uguaglianze

C;AV; + géfz’?*’co.ooooo ’?”V‘hz P4

CV + CV + eoseses CV P
4 223 2mh 2

(2) | »
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+ seeeese CV = P
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(3} .
=17,
r

fornissero sempre soluzioni positive nei prezzi e
nel saggio di interesse.

Inoltre questi sistemi (2)e(3) ci permetteva-
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no di individuare, nel caso di sproporzioni in cuil
venivano assegnate le disponibilita inigziali dei
vayri beni capitali, la necessitd di sostituire le
‘uguaglianze con diseguaglianze al fine di assicura-
re soluzoni significative.

Zaghini fa notare che se la suddetta ipotesi
viene eliminata & possibile ugualemnte che 1 siste-
mi di disuguaglianze (2) e (3) non @ammettano
soluzioni accettabili, e cid é aséolgtamente indi-
pendente dalla circostanza che le disponibilita ini
ziali dei beni capitali possano oppure non possano

essere completamente wutilizzate.

2) Ipotesi che i beni capitali siand indistrutti-

bili, cioé non siano soggetti a logoramento.

Anche questa ipotesi si pud facilmente elimi-
nare specificando, come fa lostesso Walras, 1 a
percentuale di ogni bene capitale che viene distrut

ta in conseguenza del swo uso per unita di tempo.
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Notiamo che introducendo 1'ipotesi di logora~
mento di beni caphtali, € necessario introdurre una
condizione precisa sulla tecnologia, cioé che C
sia vitale. Il significato economico di detta po-~

.. fatto .

sizione sta nel.che se non vi € logoramento, l'eser
cizio dei varil processi produttivi da luogo sicu-
ramente a quantita addizionali positive dei beni
capitali mentre, quando vi & logoramentc non si pud
escludere a griori la possibilité che per produrre
wa wita di wn certo bene capitale sia necessario
consumare piu 4di una unitd di questo bene capita=-
le., Questo caso, in cui la produzione sarebbe scon_

veniente, & annuilato dalltipotesi di vitalita

sulla matrice C.

La vitaiita di C implica che tale matrice
tecnica sia in grado di. produrre gquantita positi-

ve di tutti i beni (nota 1).
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3) Ipotesi piu restrittiva : trascuramento dei fat-—

tori produttivi primari, e dei beni di consumo.

Per fattori produttivi primari si intendono
tutti i fattori diversi dai beni capitalil propria =

mente detti.

.81 pud eliminare anche tale ipotesi, ma si do-
vra ricordare che da questo momento nel calcolo dei
costi di produzione entreranno anche le rumenera-—
zioni dei servizi dei fattori primari, fra cui il
lavorg . Da sottolineare che con questa modifica
i1 reddito dei vari soggetti economici ha ora due
déstinazioni: il risparmio, cioé l'acquisto dei be~-
ni capitali, e il consumo, cioe 1tacquisto di beni
che soddisfa#oi bisogni dei soggetti in qualita di

consumatori.

Zaghini fa notare che 1'introduzione dei fat-

tori primari e dei beni di consumo non modifica sostan

zialmente 1'interpretazione del modello walrasiano.
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I1 funzionamento del meccanismo di accunulazio
ne rimane sostanzialmente inalterato.

" Introducendo i beni di consumo, il fatto che
le quantitd iniziali dei vari beni capitali possa-~
no © non possano essere completamente impiegate,
dipende non soltanto dalle condigzioni sulla tecno=
logia, ma anche dalle condizioni della domanda dei
beni di consumo rappresentate dalle funzioni di
domanda {eveees)s Questo significa che le propoxr=
zioni in cui i beni di consumo SONO richiesti dai
consumatori possono essere diverse da quelle che
sarebbero cempatibili con il ﬁeno impiego di tut-
ti i beni capitali.

In questo modello generale walrasiano allora
1a necessitd di sotituire le uguaglianze con le
diseguaglianze dipendera dall'autonomia delle dispo
nibilita iniziali dei beni capitali rispetto alla

tecnologia e dalla domanda dei beni di consumo.
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Si noti che anche in questo caso piu generale
1a sovrabbondanza di un bene capitale implichera
che la corrispondente relazione fra costo e prezzo
di produzione: (B) vC 2P sia soddisfatta come
disuguaglianza, ovvero , che 1l corrispondente
saggio di rendimento sia inferiore al saggio di
interesse. Questo, a sua volta implichera che quel
bene capitale noan sia prodoti; ritroviamo la con-
dizione

m
(£) zi;c%V¢>Ri allora y:= 0
]

)
e inoltre sard cosi §avorito il riproporzionamento

della struttura produttiva rispetto alle condizio-

ni della domanda e della tecnologia.

Abbiamo qui esaurito l'analisi della elimina-

zione dell'ipotesi semplificatrici.

3. 6 Un'ipotesi che resta.

Ci domandiamo ora se non & possibile, alla lu-

ce dalle considerazioni fin qui svolte, eliminare
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una ulteriore ipotesi che & stata posta da Zaghini
nel suo modello, e cio2 quella di sostituire i grup
pi di uguaglianze (1) e (2) con quelli di disugua-

glianze (a) e (b).

Si era visto che tale esigenza aveva Preso spun
to dalla necessitd di assicurare soluzioni economi-
camente significative.

Questo scopo, spiega Zaghini, pud sembrare rag
giungibile ponendo l'ipotesi che sicuramente tutte
le diponibilita inigziali vengono pienamente utiliz-—
zate, qualunque sianoc le proporzioni in cul esse
siano date.

Per fare cid, si pud ammettere la variabilita,
entro dei limiti ragionevoli, del coefficienti tecni
ci cig

Inoltre si pud sempre supporre, che per %fbe-
ne capitale esista un bene di consumo, - sempre

desiderato, un bene cioé che 1 consumatori sono
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disposti a acquistare in qualsiasi quantita a un
preszo Positivo, (cfr. Dorfman, OP. cit. caps 13),~
wnella produzione del quale il swo servizio puo
essere impiegato in gqualsiasi quantita, senza che
La sua produttivita marginale fisica, sebbene

decrescente, cada a zero".

Ma anche in questo caso, che garantisce il
pieno impiego di tutti i benl capitali, Zaghini
assicura che pud accadere che 1l prezz0 del bene
capitale, anche se & particolarmente abbondante rispel
to agii altri, pud essere inferiore al suo costo
di produzione, cioe la:
(b) VC;;P

continua a dover sussistere.

si comprende che 1tesigenza dil ammettere la
diversitd & saggi di rendimento dei beni capitali
& una broprieta intrinseca € ineliminabile del mo-

dello walrasiano di accumulazione.




NOTE AL CAPITOLO IIIX

1) Definizione di vitalitd : consideriamo il siste~

ma di equazioni : (1) (S I -A) x = C dove:
A(nxn ,2 Ol‘f'o, indecomponibile; C 0, #0 ;
S ©reale .
Diremo che la matrice A & vitale se il sistema
(1) ammette una soluzione x>0, qualunque sia
C0 0 .

) s . . ~1
C.N.E.S. per la vitalitd : la matrice (§ I - A)

esista e sia strettamente positiva.
N -t *
m
C.S. di Solow: sia s = 1 sara (I'-A)'"';O se Z a,,‘q"(/l VC

J=i
con la disuguaglianza stretta per almeno unvalore

i i.

!
C.N.E.S. di Howkins —Simon: sard (s I -A)>0 (&>

det (s I - 4)»0 per 1 =12




CAPITOLO IV

Conclusiane.

Rielencando i concetti salienti dell'analisi
di Zaghini sul modello di accumulazione pura siamo
giunti al seguenti risultati
1) La sostitutione delle uguaglianze con disegua-
glianze ¢é sufficiente a garantire 1'esistenza di
soluzioni accettabilil
2) La massimimizzazione da parte dei capitalisti
dei profitti attesi sugli investimenti non implica
1tuniformita dei saggi di rendimento sui costi di
produzione per tutti i beni capitali, bensi sa@lo
per quelli nei quali si realizzano gli investimen-
ti, cioé la situazione di equilibrio definita dal
modello di Walras & perfettamente compatibile con
1a diversitd dei saggi di rendimento netto suli costi,.
3) Ia questo equilibrio di tipo uniperiodale i sag-~
gi di rendimento netto sui costi risudtano tali da

permettere di affermare che esiste una tendenza vex




so una completa uniformitad di tali saggi.
4) I1 saggio di interesse, in presenza di diversi
saggi di rendimento, risulta essexre uguale di mas+

simo saggio di rendimento.

Ma il piu importante rigultato ci & stato For-
nito dal Ffatto che nel modello primario disCusso
da Zaghini, definito "modello di accuwnulazione pu~
ra" perche & il modello in cul compaiono solo i be-
ni capitali, riusciamo a trovare soluzioni economi-—
camente significative.

Ltimportanza 4di cid sta nel Ffatto che, questo
modello, escludendo 1 beni di consumo, elimina com-
pletamente anche i1 fenomeno del consumo, na fornen
do ugualmente soluzioni sigmificative cofuta diret-

tamente 1'opinione secondo la quale le funzioni di

- r

o . \'),"

mbdéllo walrasiano, nel senso che la 100 mancanza
priverebbe i1 modello di qual siasl possibilité di

avere posizioni di equilibrio.
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In tal senso va ricordata la critica mossa dal
Qaregnani al modello di Zaghini, (gia diffusamente
esposta in un lavoro precedentemente presentato
(cfr. Rossella Magéldi : "Un riesame critico del-~-
1'equilibrio economico generale") che dimostra Che
1tinclusione delle funzioni di domanda non modifi-
ca sostanzialmente il modello walrasiano di accumu-
lazione pura.

Ricordiamo inotre che altri spunti di confron-
to pPOsSsSOone essere forniti dai modelli walrasiani
modificati proposti da Morishima, che & del tutto
analogo a quello di Zaghini, e da Von Neumann, che
basa la costruzione del suo modello sulltipotesi
che le difficolta del modello walrasiano sarebberxo
eliminate se si potesse protarre l%equilibric lun-
go una successione di periodi.

A conclusione si pud dire che anche attraverso
un esame matematieo rigoroso del procedimento di-

mostrativo, rimane valida 1t affermazione che 1l mo-
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dello di Zaghini ammette sempre nelle ipotesi poste

soluzioni . economicamente significative.
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